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ВВЕДЕНИЕ. 

Многие практические и научные задачи приводят к сложным поли-
номиальным вычислениям, которые в значительной степени удается 
осуществить благодаря появлению мощных компьютеров. Для решения 
различных вычислительных задач, связанных с полиномиальными выра-
жениями, весьма удобны базисы Грёбнера. В книге для полиномиальных 
идеалов вводятся базисы Грёбнера и подробно описываются их свойства. 
Излагается алгоритм деления в кольце полиномов от многих перемен-
ных, являющийся главным инструментом при построении базисов Грёб-
нера. Доказываются знаменитые теоремы Гильберта о базисе и о нулях, 
приводится теория исключения и описываются различные применения 
базисов Грёбнера, в частности, для решения систем полиномиальных 
уравнений. Решение системы полиномиальных уравнений представляет-
ся в виде аффинного многообразия полиномиального идеала. Наряду с 
аффинными многообразиями рассматриваются и проективные многооб-
разия. 

Книга представляет собой курс лекций по алгебре полиномов, чи-
таемый автором в течение ряда лет на механико-математическом фа-
культете Белгосуниверситета. 

При изложении материала лекций в основном использована книга Д. 
Кокса, Дж. Литтла, Д. О′Ши [1]. При написании п. 1.9 и п. 4.3 был ис-
пользован материал книги [2]. В пп. 3.2 и 3.6 использовалась книга [3]. 

Для чтения этой книги почти никаких предварительных сведений не 
требуется. Все необходимые понятия из теории групп и колец можно 
найти в [5], [8] – [10]. Вопросы теории полиномиальных идеалов, кото-
рые рассматриваются в книге, излагаются в [5] – [6], [8] – [10]. Вопросы 
теории исключения рассматриваются в [7]. 

Автор весьма признателен Ю.Л. Бондарь за помощь при подготовке 
рукописи к печати. 
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ГЛАВА 1. БАЗИСЫ ГРЁБНЕРА 

1.1. АФФИННЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И ИДЕАЛЫ 

Определение 1. Мономом от переменных х1, х2,…,хn называется 
произведение вида n

nxxx ααα ....21
21 , где α1, α2,…,αn – неотрицательные це-

лые числа. 
Будем использовать следующие обозначения для мономов. Пусть α 

= (α1, α2,…,αn) – набор неотрицательных целых чисел, х = (х1, х2,…,хn). 
Положим хα = n

nxxx ααα ....21
21 . Если α = (0, 0,…,0), то хα = 1. 

Определение 2. Полной степенью монома хα называется число 

∑
=

α=α
n

k
k

1
. 

Определение 3. Полиномом f от переменных x1, x2,…,xn с коэффици-
ентами из поля k называется конечная линейная комбинация мономов (с 
коэффициентами из k), т.е. f = ∑

α

α
α xa , aα ∈ k, где суммирование прово-

дится по конечному множеству наборов α = (α1, α2,…,αn). Множество 
всех полиномов с коэффициентами из поля k обозначается k[x1, x2,…,xn]. 

Множество k[x1, x2,…,xn] образует кольцо полиномов (полиномиаль-
ное кольцо). 

Определение 4. Пусть f = ∑
α

α
α xa ∈k[x1, x2,…,xn]. 

1) aα называется коэффициентом монома xα. 
2) Если aα ≠ 0, то aαxα называется членом полинома f. 
3) Полной степенью полинома f называется число deg(f) = max(׀α׀: 

aα ≠ 0). 
Мы говорим, что полином f делит полином g, если ∃ h ∈ k[x1, 

x2,…,xn] такой, что g = fh. 
Определение 5. Пусть дано поле k и n ∈ N. Тогда n-мерным аффин-

ным пространством над k называется множество kn = {(a1,…,an): a1,…,an 
∈ k}. 

Полином f = ∑
α

α
α xa ∈ k[x1, x2,…,xn] задает функцию f : kn → k, опре-

деленную следующим образом. Пусть (a1,…,an) ∈ kn. В формуле, опреде-
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ляющей f, заменим xi на аi. Так как аα ∈ k, то эта операция дает элемент 
f(a1,…,an) ∈ k. 

Очевидно, что если f = 0, т.е. все коэффициенты аα = 0, то f : kn → k 
является нулевой функцией, т.е. для ∀  (a1,…,an) f(a1,…,an) = 0. 

В случае бесконечного поля k имеет место 
Предложение 1. Пусть k – бесконечное поле и f ∈ k[х1, х2,…,хn]. То-

гда f = 0 тогда и только тогда, когда f : kn → k является нулевой функ-
цией. 

Доказательство. Если f = 0, то, очевидно, нулевой полином опреде-
ляет нулевую функцию. Докажем обратное утверждение. Нам надо дока-
зать, что если ∀  (a1,…,an) f(a1,…,an) = 0, то f = 0. Доказательство про-
ведем методом математической индукции. Пусть n = 1. Если f ∈ k[x] и ∀  
а ∈ k f(a) = 0, то f имеет бесконечное множество корней, так как поле k 
является бесконечным. Следовательно, f = 0, ибо в противном случае не-
нулевой полином f степени m имел бы не более m различных корней. 

Пусть обратное утверждение справедливо для n – 1 и пусть f ∈ k[x1, 
x2,…,xn] – полином, равный нулю во всех точках из kn. Объединяя члены 
полинома f по степеням переменной xn, запишем f в виде 

f = i
n

N

i
ni x),...,x(xg∑

=
−

1
11 , где gi ∈ k[x1,…,xn – 1]. 

Докажем, что gi = 0 в k[x1,…,xn – 1], откуда уже будет следовать, что 
f = 0 в k[x1,…,xn]. 

Возьмем любой элемент (a1,…,an – 1) ∈ kn – 1 и зафиксируем его. Тогда 
получаем полином f(a1,…,an – 1, xn) ∈ k[xn] от одной переменной. Для лю-
бого an ∈ k f(a1,…,an – 1, an) = 0. Следовательно, f(a1,…,an – 1, xn) = 0 ∈ 
k[xn], а значит, gi(a1,…,an – 1) = 0, i = N,1 . Так как выбиралось любое фик-
сированное (a1,…,an – 1) ∈ kn – 1, то для каждого (a1,…,an – 1)  gi(a1,…,an –

 1) = 0, i = N,1 . Согласно индуктивному предположению gi = 0 ∈ 
k[x1,…,xn – 1], где i = N,1 . Таким образом, f = 0 ∈ k[x1,…,xn]. □ 

Следствие 1. Пусть k – бесконечное поле и f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда f 
= g в k[x1,…,xn] тогда и только тогда, когда функции f : kn → k, g : kn → k 
равны. 

Доказательство. Если f = g, то тогда очевидно функции f : kn → k, 
g : kn → k равны между собой. 

Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn] задают одну и ту же функцию на kn. Тогда для 
любого (a1,…,an) ∈ kn h = f – g обращается в нуль, а значит, на основа-
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нии предположения 1 f – g = 0 в k[x1,…,xn], т.е. f = g. Следствие доказа-
но. 

Определение 6. Поле k называется алгебраически замкнутым, если 
любой непостоянный полином из k[x] имеет корень в k. 

Из основной теоремы алгебры вытекает, что поле С алгебраически 
замкнуто. 

Определение 7. Пусть k – некоторое поле, а fi ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 . 
Положим V(f1,…,fs) = {(a1,…,an) ∈ kn  : f i(a1,…,an) = 0, i = s,1 }. 
Множество V = V(f1,…,fs) называется аффинным многообразием, опре-
деленным полиномами f i ,  i = s,1 . 

Аффинное многообразие V(f1,…,fs) ⊂  kn – множество решений 
системы уравнений f1(x1,…,xn) = 0,…,fs(x1,…,xn) = 0. 

Решения линейной системы 

a11x1 + … + a1nxn  = b1,  
………………………… 
am1x1 + … + amnxn  = bm,  

образуют аффинное многообразие в kn,  которое называется линейным 
многообразием.  

Отметим, что аффинное многообразие может быть пустым множест-
вом. 

Теорема 1. Если V, W ⊂  kn – аффинные многообразия, то V U  W, V 
I  W также являются аффинными многообразиями. 

Доказательство. Пусть V = V(f1,…,fs), W = V(g1,…,gt). Покажем, что 

V I  W = V(f1,…,fs, g1,…,gt),                              (1) 

V U  W = V(figj, i = s,1 , j = t,1 ).                           (2) 

Пусть (a1,…,an) ∈ V I  W. Тогда (a1,…,an) ∈ V, (a1,…,an) ∈ W, а зна-
чит, fi, i = s,1 , gj, j = t,1 , обращаются в ноль в этой точке, т.е. (a1,…,an) ∈ 
V(f1,…,fs, g1,…,gt). Следовательно, V I  W ⊂  V(f1,…,fs, g1,…,gt). Наобо-
рот, если (a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs, g1,…,gt), то в точке (a1,…,an) fi, i = s,1 , gj, j 
= t,1 , обращаются в нуль. Значит, (a1,…,an) ∈ V, (a1,…,an) ∈ W, т.е. 
V(f1,…,fs, g1,…,gt) ⊂  V I  W. Формула (1) доказана. Докажем формулу 
(2). Пусть (a1,…,an) ∈ V. Тогда все fi равны нулю в этой точке, а значит, 
все функции figj равны нулю в (a1,…,an). Следовательно, V ⊂  V(figj). 
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Аналогично W ⊂  V(figj). Отсюда V U  W ⊂  V(figj). Наоборот, пусть 
(a1,…,an) ∈ V(figj). Если (a1,…,an) ∈ V, то V(figj) ⊂  V. Отсюда V(figj) ⊂  V 
U  W; в этом случае формула (2) доказана. Если (a1,…,an) ∉ V, то ∃ i0 та-
кое, что 

0i
f (a1,…,an) ≠ 0. Так как (a1,…,an) ∈ V(figj), то для любого j 

0if gj обращаются в нуль в (a1,…,an). Следовательно, все gi равны нулю в 
этой точке. Значит, (a1,…,an) ∈ W, а потому V(figj) ⊂  W. Отсюда V(figj) 
⊂  V U  W. □ 

Из этой теоремы с использованием метода математической индук-
ции вытекает, что конечные объединения и пересечения аффинных мно-
гообразий являются аффинными многообразиями. 

Теорема 2. Любое конечное подмножество в kn является аффинным 
многообразием. 

Доказательство. Пусть рассматриваемое множество состоит из точки 
(a1,…,an) ∈ kn. Тогда (a1,…,an) = V(x1 – a1,…,xn – an). Дальнейшее очевид-
но. 

Рассмотрим теперь задачу описания точек аффинного многообразия 
V(f1,…,fs), т.е. задачу описания всех решений системы полиномиальных 
уравнений f1 = 0,…,fs  = 0. 

Определение 7. Пусть k – некоторое поле. Рациональной функцией 
от переменных t1,…,tm с коэффициентами из поля k называется отноше-

ние 
g
f  двух полиномов f, g ∈ k[t1,…,tm], где g не является нулевым поли-

номом. Две рациональные функции 
g
f  и 

k
h  называются равными, если kf 

= gh в k[t1,…,tm]. Множество всех рациональных функций от переменных 
t1,…,tm c коэффициентами из поля k обозначается k(t1,…,tm). 

Множество k(t1,…,tm)образует поле рациональных функций от пере-
менных t1,…,tm c коэффициентами из поля k. 

Определение 8. Рациональной параметризацией (или рациональным 
параметрическим представлением) многообразия V = V(f1,…,fs) ⊂  kn на-
зывается набор из n рациональных функций ri ∈ k(t1,…,tm), i = n,1  такой, 
что точки с координатами x1 = r1(t1,…,tm),…,xn = rn(t1,…,tm) принадлежат 
V. При этом предполагается, что V представляет наименьшее многообра-
зие, содержащее эти точки. Если ri, i = n,1  – полиномы, то параметриза-
ция многообразия V называется полиномиальной. 
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Отметим, что первоначальный набор уравнений f1 = 0,…,fs = 0, 
который определяет многообразие V, называется его неявным представ-
лением. 

Определение 9. Подмножество I ⊂  k[x1,…,xn] называется идеалом, 
если выполнены следующие условия: 

1) 0 ∈ I, 
2) если f, g ∈ I, то f + g ∈ I, 
3) если f ∈ I, и h ∈ k[x1,…,xn], то f ·h ∈ I.  

Определение 10. Пусть f i  ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 . Положим 

< f1,…,fs > = {∑
=

s

i
ii fh

1
 : hi ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 }. 

Теорема 3. Пусть f i  ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 .  Тогда множество 
< f1,…,fs > является идеалом в k[x1,…,xn]. Это множество называет-
ся идеалом, порожденным полиномами f i , i = s,1 ,  а полиномы f i , i = 

s,1 ,  называются образующими этого идеала или его порождающими 
элементами. 

Доказательство. 0 ∈ < f1,…,fs >, ибо 0 = ∑
=

⋅
s

i
i

f
1
0 . Пусть теперь f = 

∑
=

s

i
i ifp

1
, g = ∑

=

s

i
i ifq

1
, где pi, qi ∈ k[x1,…,xn] и h ∈ k[x1,…,xn]. Тогда f + g 

= ∑
=

+
s

i
ii i)fq(p

1
∈I, hf = ∑

=

s

i
ii )f(hp

1
∈I. □ 

Идеал < f1,…,fs > имеет замечательную интерпретацию на языке 
полиномиальных уравнений. Пусть f i  ∈ k[x1,…,xn], i = ,s1 . Рассмотрим 
систему уравнений f1 = 0,…,fs = 0. Из этой системы уравнений можно 
вывести другие уравнения с помощью алгебраических преобразований. 
Например, h1f1 + … + hsfs = 0. Это уравнение – следствие уравнений пер-
воначальной системы. Левая часть этого уравнения принадлежит идеалу 
< f1,…,fs >, т.е. идеал можно рассматривать как множество всех полино-
миальных следствий системы f1 = 0,…, fs = 0. 

Определение 10.  Идеал I называется конечно порожденным, если 
существуют полиномы fi ∈ k[x1,…,xn], i = s,1  такие, что I = < f1,…,fs >. 
При этом множество полиномов fi, i = s,1 , называется базисом идеала I. 
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Теорема 4. Пусть fi, i = s,1 , gj, j = t,1  – базисы одного и того же 
идеала в k[x1,…,xn], т.е. < f1,…,fs > = < g1,…,gt >. Тогда V(f1,…,fs) = 
V(g1,…,gt). 

Доказательство. Пусть (a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs). Тогда gj = ∑
=

s

i
iij fh

1
, j = 

t,1 , где hij ∈ k[x1,…,xn]. Следовательно, gj(a1,…,an) = 0, j = t,1 , т.е. 
(a1,…,an) ∈ V(g1,…,gt). Аналогично, если (a1,…,an) ∈ V(g1,…,gt), то 
(a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs). □ 

Определение 11. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Положим 
I(V) = {f ∈  k[x1,…,xn] : ∀  (a1,…,an) ∈ V f(a1,…,an) = 0}. 

Теорема 5. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Тогда I(V) – 
идеал. Идеал I(V) называется идеалом многообразия V. 

Доказательство. Ясно, что 0 ∈ I(V), ибо нулевой полином равен ну-
лю на kn и в частности на V. Пусть f, g ∈ I(V), h ∈ k[x1,…,xn]. Для любого 
(a1,…,an) ∈ V имеем f(а1,…,an) + g(a1,…,an) = 0 + 0 = 0, 
h(a1,…,an)f(a1,…,an) = h(a1,…,an)·0 = 0, т.е. f + g ∈ I(V), hf ∈ I(V). □ 

Пусть V = kn. Тогда I(kn) = {0}, если поле k бесконечно, ибо полином, 
равный нулю на kn, является нулевым. 

Теорема 6. Пусть fi ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 . Тогда < f1,…,fs > ⊂  
I(V(f1,…,fs)). Эти два идеала не всегда совпадают. 

Доказательство. Пусть f ∈ < f1,…,fs >. Имеем f = ∑
=

s

i
ii fh

1
, где hi ∈ 

k[x1,…,xn], i = s,1 . Так как fi, i = s,1  равны нулю на V(f1,…,fs), то и f равен 
нулю на V(f1,…,fs), т.е. f ∈ I(V(f1,…,fs)). Покажем, что < x2, y2 > ⊂  I(V(x2, 
y2)) не является равенством. Действительно, V(x2, y2) = {(0,0)}, x ∈ I(V(x2, 
y2)), но x ∉ < x2, y2 >, так как равенство x = h1(x, y)x2 + h2(x, y)y2 невоз-
можно. 

Теорема 7. Пусть V, W – аффинные многообразия в kn. Тогда 
1) V ⊂  W тогда и только тогда, когда I(V) ⊃  I(W), 
2) V = W тогда и только тогда, когда I(V) = I(W). 
Доказательство. Докажем 1). Пусть V ⊂  W. Тогда любой полином, 

равный нулю на W, будет равен нулю и на V, т.е. I(W) ⊂  I(V). Пусть те-
перь наоборот I(W) ⊂  I(V). Допустим, что W = V(g1,…,gt), где gj ∈ 
k[x1,…,xn], j = t,1 . Тогда gj ∈ I(W) ⊂  I(V), а поэтому gj равны нулю и на 
многообразии V. Так как W – множество всех общих нулей полиномов gj, 
j = t,1 , а gj равны нулю на V, то V ⊂  W. 
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Теперь докажем 2). Пусть V = W. Тогда на основании 1) I(V) ⊂  I(W) 
и I(V) ⊃  I(W), т.е. I(V) = I(W). Аналогично и обратное. □ 

1.2. ПОЛИНОМЫ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Определение 1. Пусть f ∈ k[x] – ненулевой полином вида f = a0xm + 
a1xm – 1 + … + am, где ai ∈ k, a0 ≠ 0 (т.е. deg(f) = m). Тогда a0xm называется 
старшим членом полинома f и обозначается LT(f) = a0xm. 

Заметим, что если f, g ∈ k[x] – ненулевые полиномы, то deg(f) ≤ 
deg(g) тогда и только тогда, когда LT(f) делит LT(g). 

Теорема 1 (алгоритм деления). Пусть g ∈ k[x] – ненулевой поли-
ном. Тогда любой полином f ∈ k[x] может быть записан в виде f = qg + 
r, где q, r ∈ k[x] и либо r = 0, либо deg(r) < deg(g). При этом q, r опреде-
лены однозначно, и имеется алгоритм для их вычисления. 

Доказательство. Возьмем любой полином f∈k[x]. Тогда f = q0g + r0, 
где q0 = 0, r0 = f. Если deg(r0) < deg(g) или r0 = 0, то тогда требуемое пред-
ставление для f получено. Пусть deg(r0) = deg(g). Тогда f = q1g + r1, где q1 

= q0 + 
)(LT
)(LT 0

g
r

, r1 = r0 – 
)(LT
)(LT 0

g
r

g. Покажем, что deg(r1) < deg(r0) или r1 = 0. 

Действительно, пусть r0 = a0xm + … + am, LT(r0) = a0xm, g = b0xk + … + bk, 

LT(g) = b0xk, где m ≥ k. Тогда r1 = (a0xm + … + am) – 
0

0

b
a

xm – k(b0xk + … + bk), 

т.е. deg(r1) < deg(r0) или r1 = 0. Если deg(r1) < deg(g) или r1 = 0, то требуе-
мое представление для f найдено. В случае же deg(r1) ≥ deg(g) f = q2g + r2, 

где q2 = q1 + 
)(LT
)(LT 1

g
r , r2 = r1 – 

)(LT
)(LT 1

g
r g. Ясно, что deg(r2) < deg(r1) или r2 = 

0. Если deg(r2) < deg(g) или r2 = 0, то нужное представление для f найде-
но. В противном случае этот процесс будет продолжаться, и на n-м шаге 

f = qng + rn, где qn = qn – 1 + 
)LT(
)LT( 1

g
rn− , rn = rn – 1 – 

)LT(
)LT( 1

g
rn− g, deg(rn) < 

deg(rn - 1) или rn = 0. Так как степень полинома f конечна, то существует n, 
для которого deg(rn) < deg(g) или rn = 0. В этом случае f = qg + r, где q = 
qn, r = rn, deg(r) < deg(g) или r = 0, т.е. требуемое представление для f 
найдено. Таким образом, доказано существование алгоритма для вычис-
ления q, r, где q – частное, r – остаток, полученные от деления f на g. 
Указанный алгоритм называется алгоритмом деления. 
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Докажем, что q и r определяются единственным образом. Предпо-
ложим, что f = qg + r = q′g + r′, где deg(r) < deg(g), deg(r′) < deg(g) либо 
оба r, r′ или один из них равен нулю. Если r ≠ r′, то deg(r – r′) < deg(g). 
Имеем (q – q′)g = r′ – r, а значит, q – q′ ≠ 0. Следовательно, deg(r′ – r) = 
deg((q – q′)g) = deg(q – q′) + deg(g). Получили противоречие. Значит, r = 
r′, а тогда ввиду g ≠ 0 q = q′. □ 

Следствие 1. Пусть f ∈ k[x] – ненулевой полином. Тогда он имеет в 
k не более чем deg(f) корней. 

Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции 
относительно m = deg(f). Если m = 0, то f = const ≠ 0, корней нет, утвер-
ждение доказано. Пусть теперь утверждение выполняется для всех поли-
номов степени m – 1 и пусть f имеет степень m. Если f не имеет корней в 
k, то утверждение доказано. Пусть теперь a ∈ k – корень f. Поделим f на 
x – a. На основании теоремы 1 f = q(x – a) + r, где r ∈ k, так как x – a 
имеет степень 1. Положим в этом равенстве x = a. Имеем 0 = f(a) = q(a)(a 
– a) + r = r, т.е. f = q(x – a). Отсюда следует, что степень полинома q рав-
на m – 1. Покажем, что любой корень f, отличный от a, является корнем 
полинома q. Действительно, если b ≠ a – корень полинома f, то 0 = f(b) = 
q(b)(b – a). Отсюда следует, что q(b) = 0, так как k – поле. Согласно ин-
дуктивному предположению q имеет не более m – 1 корней, значит, f 
имеет не более m корней. Следствие доказано. 

Теорема 2. Пусть k – поле. Тогда каждый идеал в k[x] может быть 
представлен в виде < f >, где f ∈ k[x]. При этом f определен однозначно с 
точностью до умножения на ненулевую константу из k. 

Доказательство. Пусть I ⊂  k[x] – некоторый идеал. Если I = {0}, то I 
= < 0 > и утверждение доказано. Пусть I ≠ {0} и пусть f ∈ I – ненулевой 
полином минимальной степени в множестве полиномов, содержащихся в 
I. Докажем, что I = < f >. < f > ⊂  I, так как I – идеал. Возьмем любой по-
лином g ∈ I. Тогда на основании теоремы 1 g = qf + r, где deg(r) < deg(f) 
или r = 0. Так как I – идеал, то qf ∈ I; следовательно, r = g – qf ∈ I. Если r 
≠ 0, то deg(r) < deg(f), что противоречит выбору f. Следовательно, r = 0, 
т.е. g = qf ∈ < f >. Значит, I = < f >. 

Докажем единственность. Пусть I = < f > = < g >. Так как f ∈ < g >, 
то f = hg, где h ∈ k[x]. Значит, deg(f) = deg(h) + deg(g), т.е. deg(f) ≥ deg(g). 
Аналогично, имеем deg(g) ≥ deg(f). Отсюда deg(h) = deg(f) – deg(g) = 0, 
т.е. h – ненулевая константа. □ 

Определение 2. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn], порожденный одним элемен-
том f ∈ k[x1,…,xn], т.е. I = < f > называется главным идеалом. 



12  

Из теоремы 2 следует, что все идеалы в k[x] являются главными, т.е. 
k[x] является областью главных идеалов. 

Определение 3. Наибольшим общим делителем полиномов f, g ∈ 
k[x] называется полином h ∈ k[x] такой, что 

1) h делит и f, и g; 
2) если ненулевой полином p ∈ k[x] делит и f, и g, то p делит h. 
Наибольший общий делитель полиномов f и g будем обозначать 

GCD(f, g). 
Теорема 3. Пусть f, g ∈ k[x]. Тогда 
1) GCD(f, g) существует и единственен с точностью до умноже-

ния на ненулевую константу из k; 
2) идеал < f, g > = < GCD(f, g) >; 
3) существует алгоритм для вычисления GCD(f, g). 
Доказательство. Рассмотрим идеал < f, g > ⊂  k[x]. Так как идеал в 

k[x] является главным, то существует h ∈ k[x] такой, что < f, g > = < h >. 
Таким образом, первый пункт определения 3 выполнен. Возьмем теперь 
любой полином p ∈ k[x], который делит и f, и g. Это означает, что f = Cp, 
g = Dp, где C, D ∈ k[x]. Так как h ∈ < f, g >, то существуют A, B ∈ k[x], 
такие, что h = Af + Bg. Значит, h = Acp + BDp = (AC + BD)p, т.е. p делит h. 
Следовательно, h = GCD(f, g). Итак, доказано существование GCD(f, g) и 
пункт 2) теоремы. Докажем единственность. Пусть h′ – другой наиболь-
ший общий делитель полиномов f, g. Тогда из определения 2 следует, что 
h и h′ делят друг друга, т.е. h равен h′ с точностью до умножения на не-
нулевую константу. Пункт 1) доказан. 

Докажем существование алгоритма для вычисления GCD(f, g). Пусть 
g ≠ 0. С помощью алгоритма деления f представляем в виде f = qg + r, где 
q, r ∈ k[x], deg(r) < deg(g) или r = 0. Покажем, что GCD(f, g) = GCD(r, g). 

В силу п. 2) для этого достаточно доказать, что < f, g > = < r, g >. 
Возьмем любой полином p ∈ < f, g >. Тогда существуют A, B ∈ k[x] та-
кие, что p = Af + Bg. Отсюда p = A(qg + r) + Bg = Ar + (Aq + B)g, т.е. p ∈ 
< r, g >, а значит, < f, g > ⊂  < r, g >. Выберем теперь любое p ∈ < r, g >. 
Тогда существуют C, D ∈ k[x] такие, что p = Cr + Dg. Следовательно, p = 
C(f – qg) + Dg = Cf + (D – Cq)g, т.е. p ∈ < f, g >. Отсюда < r, g > ⊂  < f, g >. 
Следовательно, < f, g > = < r, g >. Таким образом, GCD(f, g) = GCD(r, g), 
где deg(g) > deg(r) или r = 0. Если r ≠ 0, то, повторяя эту процедуру, g 
представляем в виде g = q′r + r′, где deg(r) > deg(r′) или r′ = 0. Тогда 
GCD(g, r) = GCD(r, r′). Если r′ ≠ 0, то r = q″r′ + r″. Таким образом, имеем 
равенства 

GCD(f, g) = GCD(g, r) = GCD(r, r′) = GCD(r′, r″) = …, 
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где deg(g) > deg(r) > deg(r′) > deg(r″) > …  
Так как степени полиномов уменьшаются, то через конечное число 

шагов одно из r, r′, r″,… будет равно нулю. В этот момент имеем GCD(h, 
0) = GCD(f, g). Так как < h, 0 > = < h >, то GCD(h, 0) = h. Таким образом, 
h = GCD(f, g), т.е. GCD(f, g) равен последнему ненулевому остатку. Рабо-
та алгоритма заканчивается, когда остаток равен нулю. Этот алгоритм 
нахождения наибольшего общего делителя полиномов f, g называется ал-
горитмом Евклида. 

Определение 4. Наибольшим общим делителем полиномов f1,…,fs ∈ 
k[x] называется полином h ∈ k[x] такой, что 

1) h делит f1,…,fs; 
2) если некоторый полином p ∈ k[x] делит f1,…,fs, то p делит h. 
Наибольший общий делитель h полиномов f1,…,fs обозначается че-

рез GCD(f1,…,fs). 
Теорема 4. Пусть f1,…,fs ∈ k[x], s ≥ 2. Тогда 
1) GCD(f1,…,fs) существует и определен однозначно; 
2) Идеал < f1,…,fs > = < GCD(f1,…,fs) >; 
3) если s ≥ 3, то GCD(f1,…,fs) = GCD(f1, GCD(f2,…,fs)); 
4) существует алгоритм для вычисления GCD(f1,…,fs). 
Доказательство. Доказательство пп. 1) и 2) проводится аналогично 

доказательству тех же пунктов теоремы 3. Докажем п. 3).Пусть h = 
GCD(f2,…,fs). Покажем, что < f1, h > = < f1,…,fs >. Пусть g ∈ < f1, h >. То-
гда существуют A, B ∈ k[x] такие, что g = Af1 + Bh. На основании п. 2 
идеал < f2,…,fs > = < h >. Значит, существуют А2,…,Аs ∈ k[x] такие, что h 

= ∑
=

s

k
kk fA

2
. Отсюда g = Af1 + ∑

=

s

k
kk B)f(A

2
, т.е. < f1, h > ⊂  < f1,…,fs >. Пусть 

теперь g ∈ < f1,…,fs >. Тогда существуют Ck ∈ k[x], k = s,1  такие, что g = 

∑
=

s

k
kk fC

1
. Так как < f2,…,fs > = < h >, то существуют Dk ∈ k[x], k = s,2  та-

кие, что fk = Dkh. Следовательно, g = C1f1 + 





 ∑

=

s

k
kk DC

2
h, т.е. < f1,…,fs > = 

< f1, h >. На основании п. 2) < GCD(f1, h) > = < GCD(f1,…,fs) >. Из теоре-
мы 2 следует, что GCD(f1, h) = GCD(f1,…,fs), т.е. доказан п. 3). 

Из п. 3) получаем цепочку равенств 

GCD(f1,…,fs) = GCD(f1, GCD(f2,…,fs)) = 

=GCD(f1, GCD(f2, GCD(f3,…,fs))) = … = 
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= GCD(f1, GCD(f2, GCD(f3,…, GCD(fs – 2, GCD(fs – 1, fs))…). 

Отсюда с использованием алгоритма Евклида и вытекает существо-
вание алгоритма для вычисления GCD(f1,…,fs). □ 

1.3. АЛГОРИТМ ДЕЛЕНИЯ В k[x1,…,xn] 

Введем множество n
0≥Z  = {(α1,…,αn): αi ∈ {0} U  N, i = n,1 }. 

Существует взаимно однозначное соответствие между мономами xα 
= nб

n
бб ...xxx 21

21  и n-наборами показателей степеней α = (α1, α2,…,αn) ∈ 
n

0≥Z . Упорядочение на n
0≥Z  определяет и упорядочение на множестве мо-

номов. Если α > β в n
0≥Z , то мы будем говорить, что xα > xβ. Так как по-

лином представляет собой линейную комбинацию мономов, то мы 
должны уметь расположить его члены в порядке убывания или возраста-
ния. Для этого нужно уметь сравнивать любую пару мономов и опреде-
лять, какой из них больше, т.е. наше упорядочение должно быть линей-
ным. Это означает, что для любой пары мономов хα и xβ должно выпол-
няться ровно одно из следующих соотношений: xα > xβ, xα = xβ, xα < xβ. 
Нужно учитывать связь упорядочения с операциями сложения и умно-
жения полиномов. Нужно требовать, что если xα > xβ, а xγ – произвольный 
моном, то должно быть xαxγ > xβxγ. Это означает, что если α > β в n

0≥Z , то 
для любого γ ∈ n

0≥Z  α + γ > β + γ. 

Определение 1. Мономиальным упорядочением на k[x1,…,xn] назы-
вается любое бинарное отношение > на n

0≥Z , обладающее следующими 
свойствами: 

1) отношение > является линейным упорядочением на n
0≥Z ; 

2) если α > β, то для любого γ ∈ n
0≥Z  α + γ > β + γ; 

3) отношение > вполне упорядочивает множество n
0≥Z , т.е. любое 

ненулевое подмножество в n
0≥Z  имеет минимальный (наименьший) эле-

мент (по отношению к упорядочению >). 

Лемма 1. Упорядочение > на n
0≥Z  вполне упорядочивает это мно-

жество тогда и только тогда, когда любая строго убывающая последо-
вательность элементов из n

0≥Z  α(1) > α(2) > α(3) > … обрывается. 
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Доказательство. Очевидно, что лемма 1 эквивалентна следующему 
утверждению: отношение > не является вполне упорядочением тогда и 
только тогда, когда существует бесконечная строго убывающая последо-
вательность элементов из n

0≥Z . Если отношение > не является вполне 
упорядочением, то существует непустое подмножество S ⊂ n

0≥Z , которое 
не имеет минимального элемента. В качестве α(1) возьмем произвольный 
элемент S. Так как этот элемент не является минимальным, то существу-
ет α(2) ∈ S такой, что α(2) < α(1). Так как α(2) не минимален, то сущест-
вует α(3) < α(2). Продолжая этот процесс неограниченно, получим бес-
конечную строго убывающую последовательность α(1) > α(2) > α(3) > …. 
Наоборот, если существует бесконечная строго убывающая последова-
тельность α(1) > α(2) > α(3) > …, то множество {α(1), α(2), α(3),…} явля-
ется непустым подмножеством в n

0≥Z , которое не имеет минимального 
элемента, т.е. отношение > не является вполне упорядочением. □ 

Предложение 1. Пусть отношение > – некоторое мономиальное 
упорядочение. Тогда 

1) для любого α ∈ n
0≥Z  α ≥ 0; 

2) если хα делит хβ, то α ≤ β. 
Доказательство. Докажем 1). Пусть α0 – наименьший элемент в n

0≥Z . 
Допустим, что α0 < 0. На основании свойства 2) определения 1 имеем α0 
+ α0 < α0, т.е. 2α0 < α0, а тогда α0 не является наименьшим элементом в 

n
0≥Z . Получили противоречие. Докажем 2). Пусть xα делит xβ. Тогда су-

ществует моном xγ такой, что xβ = xαxγ, т.е. β = α + γ. Из п. 1)  γ ≥ 0, а зна-
чит, α + γ ≥ α. Следовательно, β ≥ α. □ 

Доказательства корректности алгоритмов (т.е. получение требуемого 
результата через конечное число шагов) будут базироваться на том, что 
старший член выражения, с которым работает алгоритм, строго убывает 
относительно некоторого фиксированного мономиального упорядочения 
на каждом шаге работы алгоритма. 

Определение 2 (лексикографического упорядочения, или lex-
упорядочения). Пусть α = (α1,…,αn), β = (β1,…,βn) ∈ n

0≥Z . Будем говорить, 
что α > lex β, если самая левая ненулевая координата вектора α – β ∈ n

0≥Z  
положительна. Мы будем писать xα > lex xβ, если α > lex β. 

Порядок x1 > x2 > … > xn является lex-упорядочением, так как (1, 0, 
0,…,0) > lex (0, 1, 0,…,0) > lex … > lex (0, 0,…,0, 1). 



16  

Предложение 2. Лексикографическое упорядочение на n
0≥Z  являет-

ся мономиальным упорядочением. 
Доказательство. 1) Тот факт, что отношение > lex – линейное упоря-

дочение, непосредственно следует из определения 2 и из того, что обыч-
ное упорядочение на множестве 0≥Z  линейно. 

2) Пусть α > lex β. Тогда самая левая ненулевая координата вектора 
α – β положительна. Пусть это будет αk – βk > 0. Имеем xαxγ = xα + γ, xβxγ = 
xβ + γ. Тогда (α + γ) – (β + γ) = α – β, и самой левой ненулевой координатой 
этой разности является αk – βk > 0, т.е. (α + γ) > lex (β + γ). 

Докажем свойство 3). Предположим, что отношение > lex не является 
вполне упорядочением. Из леммы 1 следует существование строго убы-
вающей последовательности α(1) > lexα(2) > lexα(3) > lex… элементов из 

n
0≥Z . Покажем, что это невозможно. Действительно, рассмотрим первые 

координаты векторов α(i) ∈ n
0≥Z . По определению лексикографического 

упорядочения они образуют невозрастающую последовательность неот-
рицательных целых чисел. Так как 0≥Z  вполне упорядочено, то эта по-
следовательность стабилизируется, т.е. существует k такое, что первые 
координаты векторов α(i) одинаковы для i ≥ k. Начиная с α(k) будем рас-
сматривать вторые координаты, а затем третьи и т.д. Последовательность 
вторых координат векторов α(k), α(k + 1),… не возрастает, поэтому она 
стабилизируется, т.е. существует l ≥ k такое, что первые и вторые коор-
динаты векторов α(i) одинаковы для i ≥ l. Продолжая это рассуждение, 
мы находим такое m, что у векторов α(m), α(m + 1),… равны все коорди-
наты. Следовательно, это одинаковые векторы, что противоречит стро-
гому убыванию последовательности. □ 

Задав произвольный порядок переменных x1,…,xn, получим соответ-
ствующее ему лексикографическое упорядочение. В случае n перемен-
ных имеется n! лексикографических упорядочений. В случае лексико-
графического переменная больше любого монома, содержащего только 
меньшие переменные вне зависимости от его степени. Иногда необходи-
мо учитывать также степени мономов и сравнивать сначала именно сте-
пени. Это можно сделать с помощью градуированного лексикографиче-
ского упорядочения (grlex-упорядочения). 

Определение 3 (градуированного лексикографического упорядоче-
ния, или grlex-упорядочения). Пусть α, β ∈ n

0≥Z . Будем говорить, что 

α > grlex β, если |α| = ∑
=

n

i
iб

1
 > |β| = ∑

=
β

n

i
i

1
 или |α| = |β| и α > lex β. 
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Предложение 3. Градуированное лексикографическое упорядочение 
является мономиальным упорядочением. 

Доказательство. 1) То, что отношение > grlex – линейное упорядоче-
ние, следует из того, что обычное упорядочение на n

0≥Z  линейно. 
2) Если α > grlex β, то для любого γ ∈ n

0≥Z  (α + γ) > grlex (β + γ) ввиду 
того, что в случае |α|>|β| |α + γ| > |β + γ|, а в случае |α| = |β| |α + γ| = |β + γ| 
и (α + γ) > lex (β + γ). 

3) Предположим, что отношение > grlex не является вполне упорядо-
чением. Тогда существует строго убывающая бесконечная последова-
тельность α(1) > grlex α(2) > grlex …. Покажем, что это невозможно. Дейст-
вительно, |α(i)| образует невозрастающую последовательность неотрица-
тельных целых чисел. Так как n

0≥Z  вполне упорядочено, то существует k 
такое, что для i ≥ k |α(i)| = |α(k)|. Следовательно, α(k) > lex α(k + 1) > lex 
…. Дальнейшее – повторение доказательства п. 3) предложения 2. □ 

Определение 4 (градуированного обратного лексикографического 
упорядочения, или grevlex-упорядочения). Пусть α, β ∈ n

0≥Z . Будем гово-

рить, что α > grevlex β, если |α| = ∑
=

n

i
iб

1
 > |β| = ∑

=
β

n

i
i

1
 или |α| = |β| и самая пра-

вая ненулевая координата вектора α – β ∈ nZ  отрицательна. 

Предложение 4. Градуированное обратное лексикографическое 
упорядочение является мономиальным упорядочением. 

Доказательство. 1) Линейность градуированного обратного лексико-
графического упорядочения следует из линейности обычного упорядо-
чения на 0≥Z . 2) Пусть α > grevlex β и |α| > |β|. Тогда для любого γ ∈ n

0≥Z  
|α + γ| > |β + γ|, а значит (α + γ) > grevlex (β + γ). Пусть теперь α > grevlex β и |α| 
= |β|. Тогда для любого γ ∈ n

0≥Z  (α + γ) > grevlex (β + γ), так как (α + γ) – (β + 
γ) = α – β. 3) Предположим, что отношение > grevlex не является вполне 
упорядочением. Тогда существует строго убывающая бесконечная по-
следовательность α(1) > grevlex α(2) > grevlex …. Так как 0≥Z  вполне упоря-
дочено, то существует k такое, что для любого i ≥ k |α(i)| = |α(k)| = m. 
Координаты векторов строго убывающей последовательности α(k) > grevlex 
α(k + 1) > grevlex … не превосходят m. Рассмотрим последние координаты 
векторов α(i) ∈ n

0≥Z , где i ≥ k. Они образуют неубывающую последова-
тельность неотрицательных целых чисел, ограниченную сверху числом 
m. Отсюда следует, что существует l такое, что последние координаты 
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векторов α(i) при i ≥ l будут одинаковыми. Будем далее рассматривать 
предпоследние координаты векторов α(i) при i ≥ l. Ввиду того, что они 
образуют ограниченную последовательность неотрицательных целых 
чисел, существует s такое, что при i ≥ s предпоследние и последние ко-
ординаты векторов α(i) будут одинаковыми. Продолжая это рассужде-
ние, мы найдем такое p, что у векторов α(p), α(p + 1),… равны все коор-
динаты, но это противоречит строгому убыванию последовательности 
α(i). □ 

Для n переменных имеется n! grlex-упорядочений, зависящих от по-
рядка переменных. Как и в lex- и grlex-случаях для n переменных суще-
ствует n! различных grevlex-упорядочений. 

Определение 5. Пусть ненулевой полином f = ∑
б

б
б xa ∈ k[x1,…,xn] и 

пусть отношение > – мономиальное упорядочение. 
1) Мультистепень полинома f – это multideg(f) = max(α ∈ n

0≥Z  : aα ≠ 
0), где максимум берется по отношению >; 

2) Старший коэффициент полинома f – это LC(f) = amultideg(f) ∈ k; 
3) Старший моном полинома f – это LM(f) = xmultideg(f); 
4) Старший член полинома f – это LT(f) = LC(f)LM(f). 
Предложение 5. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn] – ненулевые полиномы. То-

гда 
1) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g); 
2) Если f + g ≠ 0, то multideg(f + g) ≤ max(multideg(f), multideg(g)). 

Если, кроме того, multideg(f) ≠ mulfideg(g), то указанное неравенство 
становится равенством. 

Доказательство. Пусть α0 = multideg(f), β0 = multideg(g). Тогда f = 
LT(f) + ∑

α<α

α
α

0

xa , g = LT(g) + ∑
β<β

β
β

0

xb . Значит, fg = LT(f)LT(g) + LT(g) 

∑
α<α

α
α

0

xa  + LT(f) ∑
β<β

β
β

0

xb  + ∑
β<β
α<α

β+α
βα

0

0

xba . Отсюда LT(fg) = LT(f)LT(g), 

т.е. LC(fg)xmultideg(fg) = LC(f)LC(g) 00 β+αx . Значит, multideg(fg) = multideg(f) 
+ multideg(g). Свойство 1) доказано. 

Докажем 2). Имеем f + g = LT(f) + LT(g) + ∑
α<α

α
α

0

xa  + ∑
β<β

β
β

0

xb . Пусть 

LT(f) + LT(g) ≠ 0. Тогда LT(f + g) = LT(LT(f) + LT(g)), т.е. multideg(f + g) 
= max(multideg(f), multideg(g)). Очевидно, что это равенство выполняется 
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в случае α0 ≠ β0. Если LT(f) + LT(g) = 0, то LT(f + g) = LT( ∑
α<α

α
α

0

xa  + 

∑
β<β

β
β

0

xb ). Значит, multideg(f + g) < max(multideg(f), multideg(g)). □ 

В дальнейшем будем считать, что выбрано некоторое мономиальное 
упорядочение и старшие члены, мультистепени и т.д. определяются от-
носительно этого упорядочения. 

Теорема 1 (алгоритм деления в k[x1,…,xn]). Зафиксируем некото-
рое мономиальное упорядочение > на n

0≥Z  и пусть F = (f1,…,fs) – упоря-
доченный s-набор полиномов из k[x1,…,xn]. Тогда любой полином f ∈ 

k[x1,…,xn] может быть записан в виде f = ∑
=

s

i
ii fa

1
 + r, где ai, r ∈ 

k[x1,…,xn] и или r = 0, или r есть линейная комбинация мономов с коэф-
фициентами из k, ни один из которых не делится ни на один из старших 
членов LT(fi), i = s,1 . Мы называем r остатком от деления полинома f на 
F, a ai, i = s,1 , – частными. Более того, если aifi ≠ 0, то multideg(f) ≥ mul-
tideg(aifi). Существует алгоритм, вычисляющий ai, r. 

Доказательство. Возьмем любой полином f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда 

 f = ∑
=

s

i
ii fa

1
0  + p0 + r0,                                          (1) 

где ai0 = 0, i = s,1 , p0 = f, r0 = 0. Пусть никакой из LT(fi), i = 1,1 −j , не де-
лит LT(p0), но LT(fj) делит LT(p0). Тогда из (1) имеем 

 f = ∑
=

s

i
ii fa

1
1  + p1 + r1,                                          (2) 

где ai1 = ai0 для i ≠ j, aj1 = aj0 + 
)LT(
)LT( 0

jf
p

, p1 = p0 – 
)LT(
)LT( 0

jf
p

fj, r1 = r0. Из 

предложения 5 получаем 

LT(
)LT(
)LT( 0

jf
p

fj) = 
)LT(
)LT( 0

jf
p

LT(fj) = LT(p0). 

Отсюда в случае p1 ≠ 0 multideg(p1) < multideg(p0). Здесь LT(aj1fj) = 
LT(p0), т.е. multideg(aj1fj) = multideg(f). Аналогично, если, например, ни-
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какой из LT(fi), i = 1,1 −k , не делит LT(p1), но LT(fk) делит LT(p1), то из 
(2) находим 

f = ∑
=

s

i
ii fa

1
2  + p2 + r2,                                     (3) 

где ai2 = ai1 для i ≠ k, ak2 = ak1 + 
)LT(
)LT( 1

kf
p , p2 = p1 – 

)LT(
)LT( 1

kf
p fk, r2 = r1. В слу-

чае p2 ≠ 0 multideg(p2) < multideg(p1). Здесь LT(ak2fk) = LT(ak1fk + 

)LT(
)LT( 1

kf
p fk). Поэтому в случае k ≠ j multideg(ak2fk) = multideg(p1) < mul-

tideg(f). В случае же k = j multideg(aj2fj) = multideg(aj1fj) = multideg(f). 
Итак, в любом случае при ai2fi ≠ 0 multideg(ai2fi) ≤ multideg(f). Пусть да-
лее, например, никакой из LT(fi) не делит LT(p2). Тогда из (3) имеем 

f = ∑
=

s

i
ii fa

1
3  + p3 + r3, 

где ai3 = ai2 для i = s,1 , r3 = r2 + LT(p2), p3 = p2 – LT(p2). Здесь при p3 ≠ 0 
multideg(p3) < multideg(p2). Ясно, что при ai3fi ≠ 0 multideg(ai3fi) ≤ 
multideg(f). В рассмотренных случаях вычислений p1, p2 мы имеем шаги 
деления, т.е. шаги вычисления частных, в случае же вычисления p3 име-
ем шаг вычисления остатка. Заметим, что multideg(p3) < multideg(p2) < 
multideg(p1) < multideg(f). Далее могут снова возникать шаги вычисления 
частных и шаги вычисления остатков. Заметим, что алгоритм оканчивает 
свою работу через некоторое конечное число шагов m, когда pm = 0, ибо в 
противном случае будем иметь бесконечную строго убывающую после-
довательность мультистепеней, что невозможно, так как отношение > 
является вполне упорядочением. Итак, на m-м шаге найдем aim = ai, i = 

s,1 , pm = 0, rm = r. Из приведенных выше рассуждений следует, что для f 
получим формулу (1), где или r = 0 или r есть линейная комбинация мо-
номов с коэффициентами из k, ни один из которых не делится ни на один 
из старших членов LT(fi), i = s,1 . При этом если aifi ≠ 0, то multideg(f) ≥ 
multideg(aifi). Из приведенных рассуждений следует, что алгоритм для 
вычисления ai, r из (1) выглядит так: 

Вход: f1,…,fs, f 
Выход: a1,…,as, r 
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a1: = 0;…; as: = 0; r: = 0 
p: = f 
WHILE p ≠ 0 DO 

 IF существует i такое, что LT(fi) делит LT(p)  
 THEN выбираем наименьшее i такое, что LT(fi) делит LT(p) 

 ai: = ai + LT(p)/LT(fi) 
 p: = p – (LT(p)/LT(fi))fi 

 ELSE 
 r: = r + LT(p) 
 p: = p – LT(p) 

В приведенном алгоритме равенство 

 f = ∑
=

s

i
ii fa

1
 + p + r                                         (4) 

выполняется на каждом шаге. Действительно, (4) выполнено для началь-
ных значений ai, i = s,1 , p и r. Пусть на некотором шаге (4) выполняется. 
Если следующим шагом является шаг деления, то некоторый LT(fi) делит 
LT(p) и равенство 

aifi + p = (ai + 
)LT(
)LT(

if
p )fi + (p – 

)LT(
)LT(

if
p fi) 

показывает, что сумма aifi + p не изменилась. Равенство (4) выполняется 
и на этом шаге, так как все остальные переменные при этом не измени-
лись. Если же следующим является шаг вычисления остатка, то меняют-
ся p и r, но их сумма не меняется, так как 

p + r = (p – LT(p)) + (r + LT(p)). 

Ясно, что и снова (4) выполняется на следующем шаге. Алгоритм 
прекращает работу, когда p = 0. В этом случае (4) имеет вид (2). Так как 
к r добавляются только такие члены, которые не делятся ни на один из 
LT(fi), то это означает, что ai и r удовлетворяют условиям теоремы в слу-
чае остановки работы алгоритма. Алгоритм остановится через конечное 
число шагов, так как на каждом шаге multideg(p) уменьшается. Каждый 

член полинома ai равен 
)LT(
)LT(

if
p  для некоторого значения переменной p. 

Начальное значение p есть f, а так как multideg(p) строго убывает, то mul-
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tideg(p) ≤ multideg(f). Следовательно, multideg(aifi) ≤ multideg(f), если aifi 
≠ 0. □ 

Заметим, что упорядочение полиномов в s-наборе (f1,…,fs) влияет на 
количество шагов алгоритма и на результат. Полиномы ai и r могут из-
мениться при изменении порядка делителей fi. Они могут измениться и 
при переходе к другому мономиальному упорядочению. 

1.4. МОНОМИАЛЬНЫЕ ИДЕАЛЫ 

Определение 1. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] называется мономиальным, ес-
ли существует подмножество А ⊂  n

0≥Z  (которое может быть бесконеч-
ным), такое, что I состоит из всех конечных сумм вида ∑

∈α

α
α

A
xh , где hα ∈ 

k[x1,…,xn]. Такой идеал I обозначается через < xα : α ∈ A >. 
Предложение 1. Пусть I = < xα : α ∈ A > – мономиальный идеал. То-

гда моном хβ ∈ I тогда и только тогда, когда хβ делится на некоторый 
моном xα, α ∈ A. 

Доказательство. Если xβ делится на некоторый моном xα, α ∈ A, то из 
определения мономиального идеала xβ ∈ I. Пусть теперь xβ ∈ I. Тогда xβ = 

∑
=

s

i

iб
i xh

1

)( , где hi ∈ k[x1,…,xn], α(i) ∈ A. Рассматривая hi как линейную 

комбинацию мономов, получим, что моном xβ содержится как член хотя 
бы в одном слагаемом из hixα(i), т.е. xβ = xγxα(i). □ 

Предложение 2. Пусть I – некоторый мономиальный идеал, а f ∈ 
k[x1,…,xn]. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) f ∈ I; 
2) каждый член полинома f принадлежит I; 
3) f является k-линейной комбинацией мономов из I. 
Доказательство. Если f является k-линейной комбинацией мономов 

из I, то каждый член полинома f принадлежит I, т.е. имеет место импли-
кация 3) ⇒  2). Импликация 2) ⇒  1) вытекает из определения идеала. 

Пусть f = ∑
β

β
β xb ∈ I. Тогда из определения мономиального идеала 

имеем ∑∑
=

α

β

β
β =

s

i

i
i xhxb

1

)( , где hi ∈ k[x1,…,xn], α(i) ∈ А. Представляя hi в 

виде линейных комбинаций мономов, получаем, что каждый bβxβ содер-
жится как член хотя бы в одном слагаемом из hixα(i), т.е. bβxβ = bβxα(i) + γ. 
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Следовательно, bβxβ ∈ I, xβ ∈ I, а значит, имеет место импликация 1) ⇒  
3). □ 

Следствие 1. Два мономиальных идеала совпадают в том и только 
в том случае, когда совпадают множества мономов, содержащиеся в 
них. 

Доказательство вытекает из п. 3) предложения 2. 
Теорема 1 (лемма Диксона). Любой мономиальный идеал I = < xα : 

α ∈ A > ⊂  k[x1,…,xn] может быть представлен в виде I = 
< xα(1),…,xα(s) >, где α(i) ∈ А, i = s,1 . В частности, I имеет конечный ба-
зис. 

Доказательство. Доказательство проведем методом математической 
индукции. Индукцию осуществим по числу переменных n. Пусть n = 1. 
Тогда I порожден мономом x1

α, где α ∈ А ⊂ 0≥Z . Пусть β – наименьший 
элемент в А. Для любого α ∈ А имеем β ≤ α. Таким образом, x1

β делит все 
образующие x1

α, т.е. I = < x1
β >. 

Пусть n > 1 и теорема справедлива для n – 1. Обозначим переменные 
через x1,…,xn – 1, y, так что мономы в k[x1,…,xn – 1, y] будем записывать в 
виде xαуm, где α ∈ 1

0
−

≥
nZ , m ∈ 0≥Z . Пусть I ⊂  k[x1,…,xn – 1, y] – мономиаль-

ный идеал. Рассмотрим идеал J ⊂  k[x1,…,xn – 1], порожденный такими 
мономами xα, что xαуm ∈ I для некоторого m ∈ 0≥Z . Так как мономиаль-
ный идеал J ⊂  k[x1,…,xn – 1], то по предположению индукции он конечно 
порожден, т.е. J = < xα(1),…,xα(s) >. Идеал J можно рассматривать как 
«проекцию» идеала I в k[x1,…,xn – 1]. Из определения J для любого i = s,1  
существует mi ≥ 0, такое, что xα(i) imy ∈ I. Пусть m = max(m1,…,ms). Из оп-
ределения идеала следует, что мономы xα(i) ii mmm yy −  = xα(i)ym ∈ I, i = s,1 . 
Для каждого l, 0 ≤ l ≤ m – 1, рассмотрим идеал Jl ⊂  k[x1,…,xn – 1], порож-
денный такими мономами xβ, что xβyl ∈ I. Можно считать, что Jl – это 
«срез» идеала I, порожденный мономами, содержащими у только в сте-
пени l. По предположению индукции Jl конечно порожден, т.е. Jl = 
< )()1( ,..., lll sxx αα  >. Ясно, что все мономы li yx l )(α , l = m,0 , i = s,1 , при-
надлежат идеалу I. 

Докажем, что I порожден мономами, перечисленными в следующем 
списке: 

из J : xα(1)ym,…,xα(s)ym, 

из J0 : )()1( 000 ,..., sxx αα , 
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из J1 : yxyx s )()1( 111 ,..., αα , 

…………………………….. 

из Jm – 1 : 1)(1)1( 111 ,..., −α−α −−− msm yxyx mmm . 

Докажем сначала, что каждый моном в I делится хотя бы на один 
моном из списка. Пусть xαyp ∈ I. Если p ≥ m, то из определения J и пред-
ложения 1 следует, что моном xαyp делится на некоторый моном xα(i)ym. 
Далее, если p ≤ m – 1. то из определения идеала Jp и предложения 1 сле-
дует, что моном xαyp делится на некоторый моном pj yх p )(α . Таким обра-
зом, любой моном xαyp ∈ I делится на некоторый моном из списка. Из 
предложения 1 следует, что мономы из списка порождают идеал, содер-
жащий те же мономы, которые содержит I. Согласно следствию 1 эти 
идеалы совпадают. Итак, доказано, что мономиальный идеал I является 
конечно порожденным. 

Докажем теперь, что конечное множество образующих можно вы-
брать из заданного множества образующих идеала I. Будем обозначать 
переменные, как и раньше, x1,…,xn. Имеем I = < xα: α ∈ А > ⊂  k[x1,…,xn]. 
Докажем, что I порожден конечным набором xα, α ∈ А. Выше было дока-
зано, что I = < xβ(1),…,xβ(s) >, где xβ(i) ∈ I, i = s,1 . Так как xβ(i) ∈ I = < xα: α ∈ 
А >, то из предположения 1 следует, что каждый моном xβ(i), i = s,1  де-
лится на некоторый моном xα(i), где α(i) ∈ А. Рассмотрим мономиальный 
идеал I1 = < xα(1),…,xα(s) >. Так как xβ(i) ∈ I1, i = s,1 , то I ⊂  I1. С другой сто-
роны, очевидно, I1 ⊂  I, т.е. I = < xα(1),…,xα(s) >. □ 

Теорема 2. Пусть мономиальный идеал I = < xα(1),…,xα(s) >. Полином 
f ∈  k[x1,…,xn] принадлежит идеалу I тогда и только тогда, когда оста-
ток от деления f на набор {xα(1),…,xα(s)} равен нулю. 

Доказательство. Пусть f ∈ I. На основании алгоритма деления f = 

∑
=

α
s

i

i
i xa

1

)(  + r, где ai, r ∈ k[x1,…,xn], причем ни один из членов r не делит-

ся ни на один xα(i), i = s,1 . Но r ∈ I. Предположим, что r ≠ 0. На основа-
нии предложения 2 каждый член полинома r принадлежит I, т.е. каждый 
член r делится на некоторый моном xα(i), получили противоречие. Таким 
образом, r = 0. Пусть теперь остаток от деления f на s-набор {xα(1),…,xα(s)} 

равен нулю. Тогда f = ∑
=

α
s

i

i
i xa

1

)( , где ai ∈ k[x1,…,xn]. Отсюда f ∈ I. □ 
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Теорема 3. Пусть > – некоторое отношение на n
0≥Z , удовлетво-

ряющее следующим условиям: 
1) отношение > – линейное упорядочение на n

0≥Z , 
2) если α, β, γ ∈ n

0≥Z , α > β, то α + γ > β + γ. 
Тогда отношение > является вполне упорядочением тогда и только 

тогда, когда для всех α ∈ n
0≥Z  верно α ≥ 0. 

Доказательство. Пусть отношение > является вполне упорядочени-
ем. Тогда для всех α ∈ n

0≥Z  α ≥ 0 (см. п. 1 предложения 1 п. 1.3). Пусть 
теперь для всех α ∈ n

0≥Z  α ≥ 0. Возьмем любое непустое подмножество 
А ⊂ n

0≥Z . Докажем, что в А существует наименьший элемент. Рассмот-
рим мономиальный идеал I = < xα: α ∈ A > ⊂  k[x1,…,xn]. По лемме Дик-
сона существуют α(i) ∈ A, i = s,1  такие, что I = < xα(1),…,xα(s) >. Пусть α(1) 
< α(2) < … < α(s) (в противном случае перенумеруем α(i)). Возьмем лю-
бой элемент α ∈ A. Тогда xα ∈ < xα(1),…,xα(s) >. На основании предложения 
1 п. 1.3 имеем α ≥ α(i) ≥ α(1), т.е. α(1) – наименьший элемент в A. □ 

Определение 2. Базис {xα(1),…,xα(s)} мономиального идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] называется минимальным, если xα(i) не делит xα(j) ни при каких i 
≠ j. 

Теорема 4. Любой мономиальный идеал I ⊂  k[x1,…,xn] имеет един-
ственный минимальный базис. 

Доказательство. Пусть задан произвольный мономиальный идеал I = 
< xα : α ∈ A >. Из леммы Диксона имеем I = < xα(1),…,xα(s) >. Не умаляя 
общности будем считать, что α(1) < α(2) < … < α(s). Если xα(s) делится на 
некоторый xα(i), i < s, то xα(s) можно исключить из базиса. В результате бу-
дем иметь I = < xα(1),…,xα(s – 1) >. Если среди оставшихся xα(j), где j < s, су-
ществуют такие, которые делятся на некоторый xα(k), где k < j, то xα(j) ис-
ключаем из базиса. Очевидно, что в результате мы получим для идеала I 
минимальный базис. Докажем его единственность. Допустим, что идеал I 
имеет два минимальных базиса {xα(1),…,xα(s)}и {xβ(1),…,xβ(m)}, где α(1) < 
α(2) < … < α(s), β(1) < β(2) < … < β(m). На основании предложения 1 для 
xβ(1) существует моном )( 1ixα , который делит xβ(1), т.е. xβ(1)/ )( 1ixα  – моном. 
Аналогично, для монома )( 1ixα  существует xβ(j), который делит )( 1ixα , т.е. 

)( 1ixα /xβ(j) – моном. Тогда выражение )(

)1(

)(

)(

)(

)1( 1

1 jj

i

i x
x

x
x

x
x

β

β

β

α

α

β

=⋅  – моном. Из ми-

нимальности базиса {xβ(1),…,xβ(m)}имеем j = 1. Отсюда β(1) ≥ α(i1), α(i1) ≥ 
β(1), т.е. β(1) = α(i1). Аналогично β(2) = α(i2),…,β(m) = α(im), где i1 < i2 < 
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… < im. Таким образом, m ≤ s. Меняя местами базисы, получаем s ≤ m, 
т.е. s = m. Тогда β(i) = α(i), i = s,1 . □ 

 1.5. ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕРТА О БАЗИСЕ И БАЗИСЫ ГРЁБНЕ-
РА 

Определение 1. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – ненулевой идеал. Обозначим 
через LT(I) множество старших членов из I, т.е. LT(I) = {cxα : ∃ f ∈ I, что 
LT(f) = cxα}. Обозначим через < LT(I) > идеал, порожденный элементами 
из LT(I). Идеал < LT(I) > называется идеалом старших членов идеала I. 

Предложение 1. Пусть идеал I конечно порожден, т.е. I = 
< f1,…,fs >. Тогда < LT(f1),…,LT(fs) > ⊂  < LT(I) >. 

Доказательство. LT(I) ⊂  < LT(I) >, т.к. идеал < LT(I) > порожден 
элементами из LT(I). Т.к. LT(fi) ∈ LT(I), то < LT(f1),…,LT(fs) > ⊂  
< LT(I) >. □ 

Пример 1. Пусть на мономах из k[x, y] задано grlex-упорядочение. 
Пусть I = < f1, f2 >, где f1 = x3 – 2xy, f2 = x2y – 2y2 + x. Тогда – yf1 + xf2 = x2, 
т.е. x2 ∈ I, x2 ∈ < LT(I) >. Однако x2 ∉ < LT(f1), LT(f2) >, т.е. < LT(f1), 
LT(f2) > ≠ < LT(I) >. 

Предложение 2. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Тогда 
1)  < LT(I) > – мономиальный идеал; 
2) существуют gi∈I, i = s,1  такие, что < LT(I) > = 

< LT(g1),…,LT(gs) >. 
Доказательство. 1) Старшие мономы LM(g) элементов g ∈ I – {0} 

порождают мономиальный идеал < LM(g) : g ∈ I – {0} >. Так как LT(g) = 
LC(g)LM(g), то из определения идеала следует, что < LT(g) : g ∈ I – 
{0} > = < LT(I) > ⊂  < LM(g) : g ∈ I – {0} >. С другой стороны LM(g) ∈ 
< LT(I) >, т.к. LM(g) = LT(g) / LC(g), т.е. < LM(g) : g ∈ I – {0} > ⊂  
< LT(I) >. Следовательно, < LT(I) > = < LM(g) : g ∈ I – {0} >, а значит, 
< LT(I) > – мономиальный идеал. 

1) Так как < LT(I) > = < LM(g) : g ∈ I – {0} >, т.е. идеал < LT(I) > 
порожден мономами из < LM(g) : g ∈ I – {0} >, то по лемме Диксона из 
п. 1.4 < LT(I) > = < LМ(g1),…,LT(gs) >, где gi ∈ I, i = s,1 . Так как LM(gi) 
отличаются от LT(gi) на ненулевой множитель из поля k, то < LT(I) > = 
< LT(g1),…,LT(gs) >. □ 

Как всегда, мы считаем, что задано некоторое мономиальное упоря-
дочение, используемое в алгоритме деления. 
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Теорема 1 (теорема Гильберта о базисе). Каждый идеал I ⊂  
k[x1,…,xn] является конечно порожденным, т.е. I = < g1,…,gs >, где gi ∈ 
I, i = s,1 . 

Доказательство. Если I = {0}, то I = < 0 >. Пусть I – ненулевой идеал. 
Из предложения 2 следует, что существуют gi ∈ I, i = s,1 , такие, что 
< LT(I) > = < LT(g1),…,LT(gs) >. Покажем, что I = < g1,…,gs >. Очевидно, 
< g1,…,gs > ⊂  I. Возьмем любой полином f ∈ I. Поделим f на s-набор 
{g1,…,gs}. Применяя алгоритм деления (п. 1.3), f представляем в виде: f = 

∑
=

s

i
ii ga

1
 + r, где ai, r ∈ k[x1,…,xn], причем ни один член полинома r не де-

лится ни на один из LT(gi), i = s,1 . Покажем, что r = 0. Имеем r = f – 

∑
=

s

i
ii ga

1
∈ I. Если r ≠ 0, то LT(r) ∈ < LT(I) >, а тогда на основании предло-

жения 1 п. 1.4 LT(r) будет делиться хотя бы на один LT(gi). Но это про-

тиворечит определению остатка. Значит, r = 0, т.е. f = ∑
=

s

i
ii ga

1
. Отсюда I 

⊂  < g1,…,gs >. □ 
Базис {g1,…,gs} из теоремы 1 обладает специальным свойством 

< LT(I) > = < LT(g1),…,LT(gs) >. Пример 1 показывает, что не все базисы 
идеала обладают этим свойством. Дадим этим базисам специальное на-
звание. 

Определение 2. Пусть задано некоторое мономиальное упорядоче-
ние и задан идеал I ⊂  k[x1,…,xn]. Конечное подмножество G = {g1,…,gs} 
элементов идеала I называется базисом Грёбнера идеала I (или стан-
дартным базисом), если < LT(g1),…,LT(gs) > = < LT(I) >. 

Предложение 3. Пусть задан идеал I ⊂  k[x1,…,xn]. Множество 
{g1,…,gs} ⊂  I является базисом Грёбнера идеала I тогда и только тогда, 
когда для любого f ∈ I LT(f) делится хотя бы на один LT(gi). 

Доказательство. Пусть множество {g1,…,gs} ⊂  I – базис Грёбнера 
идеала I. Тогда < LT(I) > = < LT(g1),…,LT(gs) >. Возьмем любой f ∈ I. Так 
как LT(f) ∈ < LT(g1),…,LT(gs) >, то LT(f) делится хотя бы на один LT(gi). 
Пусть теперь для всех f ∈ I LT(f) делится хотя бы на один LT(gi). Тогда 
LT(f) ∈ < LT(g1),…,LT(gs) >, т.е. < LT(I) > ⊂  < LT(g1),…,LT(gs) >. □ 

Следствие 1. Пусть задано некоторое мономиальное упорядочение. 
Тогда любой идеал I ⊂  k[x1,…,xn] имеет базис Грёбнера. При этом базис 
Грёбнера идеала I является его базисом. 



28  

Доказательство. Пусть I – ненулевой идеал и G = {g1,…,gs} – множе-
ство, построенное в теореме 1. Это множество является базисом Грёбне-
ра по определению, т.е. < LT(I) > = < LT(g1),…,LT(gs) >. Из доказательст-
ва теоремы 1 имеем I = < g1,…,gs >, т.е. G является базисом идеала I. 
Следствие доказано. 

Определение 3. Возрастающей цепью идеалов в k[x1,…,xn] называ-
ется последовательность I1 ⊂  I2 ⊂  I3 ⊂  …, где Ik ⊂  k[x1,…,xn]. 

Теорема 2 (условие обрыва возрастающих цепей). Пусть I1 ⊂  I2 
⊂  I3 ⊂  … – возрастающая цепь идеалов в k[x1,…,xn]. Тогда существует 
N ≥ 1 такое, что IN = IN + 1 = IN + 2 = …. 

Доказательство. Пусть I1 ⊂  I2 ⊂  I3 ⊂  … – возрастающая цепь идеа-

лов. Образуем множество I = U
∞

=1i
iI . Докажем, что I – идеал в k[x1,…,xn]. 

Имеем 0 ∈ I, т.к. для любого i 0 ∈ Ii. Далее, если f, g ∈ I, то существуют 
i, j такие, что f ∈ Ii, g ∈ Ij. Пусть, например, i ≤ j. Тогда Ii ⊂  Ij, а значит, f, 
g ∈ Ij. Так как Ij – идеал, то f + g ∈ Ij, т.е. f, g ∈ I. Пусть теперь f ∈ I, h ∈ 
k[x1,…,xn]. Тогда существует i такое, что f ∈ Ii. Отсюда hf ∈ Ii, т.е. hf ∈ I. 
Следовательно, I – идеал. По теореме Гильберта о базисе I = < f1,…,fs >, 
где fi ∈ I, i = s,1 . Каждый из fi содержится в некотором идеале из цепи, 
т.е. существует ji такое, что fi ∈ Iji, i = s,1 . Пусть N = max(j1,…,js). Тогда fi 

∈ IN для всех i, i = s,1 . Следовательно, I = < f1,…,fs > ⊂  IN = IN + 1 = … = I. 
Таким образом, возрастающая цепь стабилизируется, начиная с IN. Все 
идеалы в цепи равны друг другу, начиная с IN, т.е. IN = IN + 1 = …. □ 

Теорему 2 часто называют условием обрыва возрастающих цепей 
или сокращенно УОВЦ. 

Определение 4. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Положим 
V(I) = {(a1,…,an) ∈ kn : ∀  f ∈ I f(a1,…,an) = 0}. 

Предложение 4. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Тогда V(I) 
является аффинным многообразием, которое мы будем называть мно-
гообразием идеала I. В частности, если I = < f1,…,fs >, то V(I) = 
V(f1,…,fs). 

Доказательство. По теореме Гильберта о базисе идеал I = < f1,…,fs >. 
Покажем, что V(I) = V(f1,…,fs). Возьмем любой элемент (a1,…,an) ∈ V(I). 
Тогда из определения V(I) для любого f ∈ I f(a1,…,an) = 0. Так как fi ∈ I, 
i = s,1 , то и fi(a1,…,an) = 0, i = s,1 , т.е. V(I) ⊂  V(f1,…,fs). Возьмем теперь 
любой элемент (a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs). Из определения многообразия 
V(f1,…,fs)  fi(a1,…,an) = 0, i = s,1 . Выберем любой f ∈ I. Так как I = 
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< f1,…,fs >, то существует hi ∈ k[x1,…,xn] такое, что f = ∑
=

s

i
ii fh

1
. Тогда 

f(a1,…,an) = ∑
=

s

i
nini aafaah

1
11 ),...,(),...,(  = ∑

=
⋅

s

i
ni aah

1
1 0),...,(  = 0. Следова-

тельно, V(f1,…,fs) ⊂  V(I), т.е. V(I) = V(f1,…,fs). □ 
Следствие 2. Пусть I1 ⊂  I2 ⊂  … ⊂  Ik ⊂  …, где Ik = < f1,…,fk >, fi ∈ 

k[x1,…,xn]. Тогда для идеала I = U
∞

=1k
kI  существует N такое, что I = 

< f1,…,fN >. При этом V(I) = V(f1,…,fN). 
Доказательство. На основании теоремы УОВЦ существует N такое, 

что IN = IN + 1 = … = I. Отсюда I = < f1,…,fN >. Далее из предложения 4 
имеем V(I) = V(f1,…,fN). □ 

1.6. СВОЙСТВА БАЗИСОВ ГРЁБНЕРА 

Предложение 1. Пусть G = {g1,…,gs} – базис Грёбнера идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] и пусть f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда существует единственный поли-
ном r ∈ k[x1,…,xn], который обладает следующими двумя свойствами: 

1) ни один член полинома r не делится ни на один из старших членов 
LT(g1),…,LT(gs); 

2) существует g ∈ I такой, что f = g + r. 
То есть r является остатком от деления f на G, не зависящим от 

порядка делителей в G. 
Доказательство. На основании алгоритма деления в k[x1,…,xn] f 

представляем в виде f = ∑
=

s

i
ii ga

1
 + r, где ai, r ∈ k[x1,…,xn], где ни один 

член полинома r не делится ни на один из LT(gi), i = s,1 . Таким образом, 

f = g + r, где g = ∑
=

s

i
ii ga

1
∈ I, а r удовлетворяет условию 1). Условие 2) 

также выполняется. Существование r доказано. Докажем единственность 
r. Пусть f = g + r = g′ + r′, где g, g′ ∈ I, а r, r′ удовлетворяют условию 1). 
Отсюда r – r′ = g – g′ ∈ I. Пусть r – r′ ≠ 0. Тогда LT(r – r′) ∈ < LT(I) > = 
< LT(g1),…,LT(gs) >. На основании предложения 1 п. 1.4 LT(r – r′) делит-
ся на какой-то старший член LT(gi). Но это невозможно в силу условия 
1). Значит, r = r′. □ 
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Предложение 2. Пусть задано некоторое мономиальное упорядоче-
ние и пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Тогда любой элемент f 
может быть представлен в виде f = g + r, где g ∈ I и ни один член поли-
нома r не делится ни на один элемент из LT(I). При этом r определяется 
единственным образом. 

Доказательство. Пусть G = {g1,…,gs} – произвольный фиксирован-
ный базис Грёбнера идеала I. Тогда на основании предложения 1 любой 
элемент f ∈ k[x1,…,xn] можно представить в виде f = g + r, где g, r ∈ 
k[x1,…,xn], g ∈ I, причем ни один член полинома r не делится ни на один 
из LT(gi), i = s,1 . Покажем, что для любого h ∈ I, h ≠ 0 ни один член по-
линома r не делится на LT(h). Допустим, что существует член rαxα поли-
нома r, который делится на LT(h). Так как LT(h) ∈ < LT(g1),…,LT(gs) >, 
то существует i, 1 ≤ i ≤ s такое, что LT(h) делится на LT(gi). Тогда выра-

жение 
)LT(
)LT(

)LT()LT( ii g
h

h
xr

g
xr

⋅=
α

α
α

α  – моном, что невозможно. Итак, доказа-

но, что любой элемент f ∈ k[x1,…,xn] можно представить в виде f = g + r, 
где g ∈ I и ни один член полинома r не делится ни на один элемент из 
LT(I). Докажем единственность r. Пусть f = g + r = g′ + r′, где g, g′ ∈ I, и 
ни один член полиномов r, r′ не делится ни на один элемент из LT(I). То-
гда r – r′ = g – g′ ∈ I. Пусть r – r′ ≠ 0. Тогда LT(r – r′) ∈ < LT(I) >, а по-
этому на основании предложения 1 п. 1.4 LT(r – r′) делится на какой-то 
старший член LT(h), где h ∈ I, что невозможно. □ 

Определение 1. Пусть задано некоторое мономиальное упорядоче-
ние и идеал I ⊂  k[x1,…,xn]. Нормальной формой полинома f ∈ k[x1,…,xn] 
называется полином r = f – g ∈ k[x1,…,xn], где g ∈ I и ни один член поли-
нома r не делится ни на один элемент из LT(I). 

Следствие 1. Пусть G = {g1,…,gs} – базис Грёбнера идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] и пусть f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда f ∈ I тогда и только тогда, когда 
остаток от деления полинома f на G равен нулю. 

Доказательство. Если r = 0, то f ∈ I. Пусть f ∈ I. Тогда равенство f = f 
+ 0 удовлетворяет обоим условиям предложения 1. Из единственности 
представления f в таком виде следует, что 0 – остаток от деления f на G. 
□ 

Определение 2. Остаток от деления полинома f ∈ k[x1,…,xn] на упо-
рядоченный s-набор F = (f1,…,fs), где fi ∈ k[x1,…,xn], будет обозначаться 

через 
F

f . 
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Следствие 2. Пусть G и G′ – базисы Грёбнера идеала I по отноше-
нию к одному и тому же мономиальному упорядочению в k[x1,…,xn]. То-

гда для любого f ∈ k[x1,…,xn]  
'G

ff
G

= . 
Доказательство. Пусть G = {g1,…,gs} и G′ = {g1′,…, sg ′′ } – базисы 

Грёбнера идеала I. Возьмем любой элемент f ∈ k[x1,…,xn]. Произведя де-

ление f на G, получим f = ∑
=

s

i
ii ga

1
 + r, т.е. 

G
f  = r. Деление же f на G′ дает 

∑
′

=

′′
s

i
ii ga

1
 + r′, 

'G
f  = r′. Из предложения 2 заключаем, что ни один член по-

линомов r, r′ не делится ни на один элемент из LT(I). Из единственности 
представления f в виде f = g + r, где g ∈ I, и из того, что ни один член r не 
делится ни на один элемент из LT(I), заключаем, что r = r′. □ 

Определение 3. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn] – ненулевые полиномы. 
1) Пусть multideg(f) = α = (α1,…,αn), multideg(g) = β = (β1,…,βn). По-

ложим γ = (γ1,…,γn), γi = max(αi, βi), i = n,1 . Тогда xγ называется наимень-
шим общим кратным мономов LM(f), LM(g). Используется обозначение 
xγ = LCM(LM(f), LM(g)). 

2) S-полиномом от f, g называется комбинация  

S(f, g) = g
gLT

xf
fLT

x
⋅−⋅

γγ

)()(
. 

Лемма 1. Рассмотрим сумму ∑
=

s

i
ii fc

1
, где multideg(fi) = δ ∈ n

0≥Z , а ci 

∈ k, i = s,1 . Если multideg(∑
=

s

i
ii fc

1
) < δ, то ∑

=

s

i
ii fc

1
 является линейной 

комбинацией S-полиномов S(fj, fl), 1 ≤ j, l ≤ s с коэффициентами в k. При 
этом multideg(S(fj, fl)) < δ, j, l = s,1 . 

Доказательство. Пусть di = LC(fi). Тогда cidi = LC(cifi). Так как mul-

tideg(сifi) = δ, а multideg(∑
=

s

i
ii fc

1
) < δ, то ∑

=

s

i
iidc

1
 = 0. Положим pi = 

i

i

d
f . То-

гда LC(pi) = 1. Преобразуем рассматриваемую сумму: ∑
=

s

i
ii fc

1
 = ∑

=

s

i
iii pdc

1
 

= c1d1p1 + (c1d1 + c2d2 – c1d1)p2 + (c1d1 + c2d2 + c3d3 – c1d1 – c2d2)p3 + … + 



32  

(c1d1 + … + csps – c1d1 – … – cs – 1ds – 1)ps = c1d1(p1 – p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 – 
p3) + … + (c1d1 + … + cs – 1ds – 1)(ps – 1 ps) + (c1d1 + … + csds)ps. 

Но LT(fi) = dixδ, поэтому LCM(LM(fj), LM(fl)) = xδ. Значит, S(fj, fl) = 

j
j

f
fLT

x
)(

δ

 – l
l

f
fLT

x
)(

δ

 = j
j

f
xd

x
δ

δ

 – l
l

f
xd

x
δ

δ

 = pj – pl.  

Далее имеем ∑
=

s

i
ii fc

1
 = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3) + … + (c1d1 + 

… + cs – 1ds – 1)S(fs – 1, fs), т.е. получили линейную комбинацию S-
полиномов. Так как multideg(pi) = δ, а LC(pi) = 1, то multideg(pj – pl) = 
multideg(S(fj, fl)) < δ. □ 

Теорема 1 (критерий Бухбергера). Пусть идеал I ⊂  k[x1,…,xn]. То-
гда базис G = {g1,…,gs} идеала I является базисом Грёбнера тогда и 
только тогда, когда для всех пар i ≠ j остаток от деления S(gi, gj) на G 
(в любом порядке) равен нулю. 

Доказательство. Пусть G – базис Грёбнера идеала I. Так как S(gi, gj) 
∈ I, то в силу следствия 1 остаток от деления S(gi, gj) на G равен нулю. 

Пусть f – произвольный ненулевой полином из I. Мы должны дока-
зать, что если остатки от деления всех S-полиномов на G равны нулю, то 
LT(f) ∈ < LT(g1),…,LT(gs) >. Так как f ∈ I = < g1,…,gs >, то существуют hi 
∈ k[x1,…,xn] такие, что  

f = ∑
=

s

i
ii gh

1
.                                                 (1) 

Из предложения 5 п. 1.3 следует, что  

multideg(f) ≤ 
i

max (multideg(hifi)).                             (2) 

Пусть mi = multideg(higi). Положим δ = max(m(1),…,m(s)). Тогда не-
равенство (2) имеет вид multideg(f) ≤ δ. Рассмотрим все возможные спо-
собы, какими f может быть записано в виде (1). Для каждого такого спо-
соба будем иметь свой δ. Так как мономиальное упорядочение является 
вполне упорядочением, то мы можем выбрать такое выражение (1), для 
которого δ является минимальным. В дальнейшем будем считать, что мы 
выбрали выражение (1) с минимальным δ. Покажем, что в этом случае 
multideg(f) = δ. Докажем этот факт от противного. Допустим, что mul-
tideg(f) < δ. Представим (1) в виде 
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f = ∑
δ=)(im

ii gh  + ∑
δ<)(im

ii gh  = ∑
δ=)(

)LT(
im

ii gh  + ∑
δ=

−
)(

))LT((
im

iii ghh  + ∑
δ<)(im

ii gh . (3) 

Мономы во второй и третьей суммах в самой правой части равенства 
(3) имеют мультистепени < δ. Поэтому из предположения multideg(f) < δ 
вытекает, что и первая сумма правой части (3) также имеет мультисте-
пень < δ. Пусть LT(hi) = cixα(i). Тогда сумма ∑

δ=)(
)LT(

im
ii gh  = ∑

δ=

α

)(

)(

im
i

i
i gxс  

имеет в точности тот вид, который описан в условии леммы 1 с fi = xα(i)gi. 
Из леммы 1 следует, что эта сумма является линейной комбинацией S-

полиномов S(xα(j)gj, xα(l)gl). Имеем S(xα(j)gj, xα(l)gl) = j
j

j
j gx

gx
x )(

)( )LT(
α

α

δ

 – 

l
l

l
l gx

gx
x )(

)( )LT(
α

α

δ

 = j
j

g
g

x
)LT(

δ

 – l
l

g
g

x
)LT(

δ

. 

Пусть jlx
γ  = LCM(LM(gj), LM(gl)). Тогда S(xα(j)gj, xα(l)gl) = jlx

γ−δ · 

( j
j

jl
g

g
x

)LT(

γ
 – l

l

jl
g

g
x

)LT(

γ

) = jlx
γ−δ S(gj, gl). Заметим, что α(j) + multideg(gj) 

= α(l) + multideg(gl) = δ, а поэтому jlx
γ−δ  – моном. Значит, существуют 

cjl ∈ k такие, что 

∑
δ=)(

)LT(
im

ii gh  = jl

lj
jl xc γ−δ

∑
,

S(gj, gl).                         (4) 

Так как остаток от деления S(gj, gl) на G равен нулю, то каждый та-
кой S-полином может быть записан в виде 

S(gj, gl) = ∑
=

s

i
iijl ga

1
,                                           (5) 

где aijl ∈  k[x1,…,xn]. Из алгоритма деления следует, что для любых i, j, l с 
aijlgi ≠ 0 

multideg(aijlgi) ≤ multideg(S(gj, gl)).                          (6) 

Умножая (5) на jlx
γ−δ , получаем 
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jlx
γ−δ S(gj, gl) = ∑

=

s

i
iijl gb

1
,                                   (7) 

где bijl = jlx
γ−δ aijl. Из неравенства (6) и леммы 1 следует, что 

multideg(bijlgi) ≤ multideg( jlx
γ−δ S(gj, gl)) < δ.                (8) 

Из (4) с учетом (7) получаем равенство 

∑
δ=)(

)LT(
im

ii gh  = jl

lj
jl xc γ−δ

∑
,

S(gj, gl) = ∑∑
=

s

i
iijl

lj
jl gbc

1,
)(  = i

s

i
i gh∑

=1

~ .    (9) 

Из (8) имеем для всех i  

multideg( ii gh~ ) < δ.                                    (10) 

Из формул (3), (9) получаем f = i
im

i gh∑
δ=)(

 + ∑
δ=

−
)(

))LT((
im

iii ghh  + 

∑
δ<)(im

ii gh  = i

s

i
i gw∑

=1
. Отсюда из неравенств (10) заключаем, что mul-

tideg(wigi) < δ, i = s,1 . Эти неравенства противоречат выбору δ. Итак, до-
казано, что multideg(f) = δ. Из (1) следует, что существует i такое, что 
multideg(f) = multideg(higi). Из предложения 5 п. 1.3 получаем, что mul-
tideg(f) = multideg(hi) + multideg(gi), т.е. LT(f) делится на LT(gi). Таким 
образом, LT(f) ∈ < LT(g1),…,LT(gs) >. □ 

 1.7. АЛГОРИТМ БУХБЕРГЕРА 

В следствии 1 п. 1.5 доказано, что каждый ненулевой идеал I ⊂  
k[x1,…,xn] имеет базис Грёбнера. Базис Грёбнера для идеала I можно по-
строить расширяя какой-нибудь базис F = {f1,…,fs} идеала I путем после-
довательного добавления ненулевых остатков 

F
ji ffS ),(  к F. Эта идея 

естественно возникает из критерия S-пар Бухбергера, и алгоритм Бухбер-
гера, который мы будем рассматривать, является реализацией этой идеи. 

Теорема 1 (алгоритм Бухбергера). Пусть дан некоторый ненуле-
вой идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда базис Грёбнера для I может 
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быть построен за конечное число шагов с помощью следующего алго-
ритма: 

Вход: F = (f1,…,fs) 
Выход: базис Грёбнера G = (g1,…,gt) идеала I, где F ⊂  G. 
G: = F 
REPEAT 

G′ = G 
FOR для каждой пары {p, q}, p ≠ q в G′ DO 
S: = 

G
qpS

′
),(  

IF S ≠ 0 THEN G: = G U  {S} 
UNTIL G = G′. 

Доказательство. Сначала введем удобные обозначения. Если G = 
{g1,…,gs}, то через < G > и < LT(G) > будем обозначать следующие идеа-
лы: 

< G > = < g1,…,gs >, < LT(G) > = < LT(g1),…,LT(gs) >. 

Докажем, что условие G ⊂  I выполняется на каждом шаге алгорит-
ма. Это верно в начале работы алгоритма, так как в этом случае G = F = 
(f1,…,fs) ⊂  I. Далее полагаем G′ = G. Будем рассматривать множество G. 
Находим остаток S = 

G
qpS

′
),( , где p, q ∈ G′. Если G′ ⊂  I, то p, q, S(p, q) 

∈ I. Так как G′ ⊂  I, то и S = 
G

qpS
′

),(  ∈ I. Следовательно, (G U  {S}) ⊂  I. 
Так как (G U  {S}) ⊃  F, где F – исходный базис идеала I, то и множество 
G U  {S}, которое является расширением множества G, является базисом 
идеала I. Если S ≠ 0, то G′ ⊂  G. Если G′ ≠ G, то полагаем G′ = G и снова 
находим остаток S = 

G
qpS

′
),( , где p, q ∈ G′. Далее рассматриваем мно-

жество G U  {S}, являющееся расширением G. Алгоритм заканчивает ра-

боту, когда G = G′, т.е. когда 
G

qpS
′

),(  = 0 для любых p, q ∈ G′. В этом 
случае из теоремы 1 п. 1.6 следует, что G – базис Грёбнера для идеала I = 
< G >. Осталось доказать, что алгоритм через конечное число шагов ос-
танавливается. Посмотрим, что происходит во время выполнения каждо-
го шага алгоритма. Множество G состоит из G′ (старое G) и ненулевых 
остатков от деления S-полиномов от элементов из G′ на G′, т.е. < LT(G′) > 
⊂  < LT(G) >, так как G′ ⊂  G. Докажем, что если G′ ≠ G, то < LT(G′) > 
строго меньше, чем < LT(G) >. Пусть ненулевой остаток r от деления S-
полинома на G′ был добавлен к G. Тогда, так как r – остаток, то LT(r) не 
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делится ни на один старший член элемента из G′, т.е. LT(r) ∉ < LT(G′) >. 
Но LT(r) ∈ < LT(G) >, т.е. < LT(G′) > ⊂  < LT(G) >, < LT(G′) > ≠ 
< LT(G) >. Так как < LT(G′) > ⊂  < LT(G) >, то идеалы, получающиеся в 
результате последовательных выполнений каждого шага алгоритма, об-
разуют возрастающую цепь в k[x1,…,xn]. Тогда из УОВЦ (теорема 2 п. 
1.5) следует, что эта цепь стабилизируется, т.е. условие < LT(G′) > = 
< LT(G) > будет выполняться в результате выполнения конечного числа 
шагов алгоритма. Это означает, что условие G = G′ станет выполняться и 
алгоритм остановится через конечное число шагов. □ 

В алгоритме нам нужно вычислить остатки 
G

qpS
′

),(  при i < j (т.е. 
для новых порождающих элементов). Базисы Грёбнера могут быть избы-
точными, т.е. большими, чем необходимо. Мы можем исключить лишние 
образующие, используя следующую теорему. 

Теорема 2. Пусть G – базис Грёбнера полиномиального идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] и пусть p ∈ G, LT(p) ∈ < LT(G – {p}) >. Тогда G – {p} также 
является базисом Грёбнера для I. 

Доказательство. Так как G – базис Грёбнера для I, то < LT(G) > = 
< LT(I) >. Если для p ∈ G LT(p) ∈ < LT(G – {p}) >, то < LT(G – {p}) > = 
< LT(G) >. Значит, < LT(G – {p}) > = < LT(I) >, т.е. G – {p} – базис Грёб-
нера идеала I по определению. □ 

Можно в базисе Грёбнера G сделать все старшие коэффициенты 
единицами, а также исключить из G все p такие, что LT(p) ∈ < LT(G – 
{p}) >. В результате получим минимальный базис Грёбнера. 

Определение 1. Минимальным базисом Грёбнера идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] называется его базис Грёбнера такой, что: 

1) для любого p ∈ G LC(p) = 1; 
2) для любого p ∈ G LT(p) ∉ < LT(G – {p}) >. 
Теорема 3. Базис Грёбнера G полиномиального идеала I ⊂  k[x1,…,xn] 

является минимальным тогда и только тогда, когда для всех g ∈ G 
LC(g) = 1 и < LT(G) > является минимальным базисом полиномиального 
идеала < LT(I) >. 

Доказательство. Пусть G – минимальный базис Грёбнера полиноми-
ального идеала I ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда для всех g ∈ G LC(g) = 1, 
< LT(I) > = < LT(G) >, а значит, LT(G) – базис мономиального идеала 
< LT(I) >. Базис LT(G) является минимальным базисом мономиального 
идеала < LT(I) >, так как для всех g ∈ G LT(g) ∉ < LT(G – {g}) >, т.е. 
никакой моном LT(g) ∈ LT(G) не делится ни на один из мономов, при-
надлежащих множеству LT(G – {g}). Пусть теперь для всех g ∈ G 
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LC(g) = 1 и LT(G) является минимальным базисом мономиального идеа-
ла < LT(I) >. Тогда для всех g ∈ G LT(g) ∉ < LT(G – {g}) >, так как ни-
какой моном LT(g) ∈ LT(G) не делится ни на один из мономов, принад-
лежащих множеству LT(G – {g}). Следовательно, G – минимальный ба-
зис Грёбнера идеала I. □ 

Минимальный базис Грёбнера для ненулевого идеала I ⊂  k[x1,…,xn] 
можно построить с помощью алгоритма из теоремы 1 с последующим 
применением теоремы 2 для исключения лишних образующих. Идеал 
может иметь несколько минимальных базисов Грёбнера. Однако 

Теорема 4. Пусть задано некоторое мономиальное упорядочение, и 
пусть G и G~  – минимальные базисы Грёбнера идеала I ⊂  k[x1,…,xn]. То-
гда LT(G) = LT(G~ ). 

Доказательство. Пусть G и G~  – минимальные базисы Грёбнера 
идеала I. Тогда на основании теоремы 3 заключаем, что LT(G) и LT( G~ ) – 
минимальные базисы мономиального идеала < LT(I) >. Из теоремы 4 п. 
1.4 заключаем, что LT(G) = LT(G~ ). □ 

Определение 2. Пусть G – минимальный базис Грёбнера идеала I ⊂  
k[x1,…,xn]. Элемент g ∈ G называется редуцированным для G, если ника-
кой моном из g не принадлежит < LT(G – {g}) >. 

Определение 3. Редуцированным базисом Грёбнера идеала I ⊂  
k[x1,…,xn] называется его минимальный базис Грёбнера G такой, что все 
элементы базиса G являются редуцированными для G. 

Теорема 5. Пусть I ≠ {0} – идеал из k[x1,…,xn], и пусть задано неко-
торое мономиальное упорядочение. Тогда существует единственный 
редуцированный базис Грёбнера идеала I. 

Доказательство. Пусть G – некоторый минимальный базис Грёбнера 
идеала I. Будем преобразовывать G до тех пор, пока все его элементы не 
станут редуцированными. Пусть g ∈ G. Положим g′ = 

}{gG
g

−
 и G′ = (G – 

{g}) U  {g′}. Покажем, что G′ является минимальным базисом Грёбнера 
для I. Действительно, имеем LT(g′) = LT(g), ибо при делении g на G – {g} 
LT(g) пойдет в остаток, так как этот моном не делится ни на один эле-
мент из LT(G – {g}) в силу минимальности базиса G. Следовательно, 
< LT(G′) > = < LT(G) >. Так как G′ ⊂  I, то G′ – базис Грёбнера для I, при-
чем минимальный ввиду минимальности G. Далее элемент g′ является 
редуцированным для G′, ибо никакой моном из g′ не принадлежит 
< LT(G′ – {g′}) > ввиду свойства алгоритма деления. Преобразуем таким 
способом каждый элемент из G. Заметим, что базис Грёбнера может из-
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мениться при каждом преобразовании G. Однако если элемент становит-
ся редуцированным, то он останется таковым и при дальнейших преоб-
разованиях элементов из G, так как старшие члены в G при этом не ме-
няются. В конце концов мы получим редуцированный базис Грёбнера. 
Докажем его единственность. Пусть G и G~  – редуцированные, а значит, 
и минимальные базисы Грёбнера идеала I. Из теоремы 4 имеем LT(G) = 
LT(G~ ). Отсюда для каждого g ∈ G существует g~ ∈ G~  такой, что LT(g) = 
LT( g~ ). Докажем, что g = g~ . Имеем g – g~ ∈ I, а так как G – базис Грёбне-

ра для I, то 
G

gg ~−  = 0. Но LT(g) = LT( g~ ), т.е. старшие члены в g – g~  со-
кратились, а оставшиеся члены не делятся ни на один элемент из LT(G) = 
LT(G~ ) в силу редуцированности базисов G, G~ . Поэтому из 

G
gg ~−  = 0 

следует g = g~ . Следовательно, G = G~ . □ 

 1.8. УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ АЛГОРИТМА ВЫЧИСЛЕ-
НИЯ БАЗИСОВ ГРЁБНЕРА 

Определение 1. Пусть задано мономиальное упорядочение и мно-
жество G ⊂  k[x1,…,xn]. Функция f ∈ k[x1,…,xn] называется редуцируемой 

к нулю по модулю G, если f может быть представлена в виде f = ∑
=

n

i
ii ga

1
, 

причем multideg(f) ≥ multideg(aigi), если aigi ≠ 0. Это записывается так: f 
→G 0. 

Лемма 1. Пусть G = (g1,…,gs) – упорядоченное множество элемен-
тов из k[x1,…,xn] и пусть дана функция f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда если 0=

G
f , 

то f →G 0. Обратное утверждение, как правило, неверно. 
Доказательство. Если 0=

G
f , то из алгоритма деления следует, что f 

= ∑
=

n

i
ii ga

1
. При этом multideg(f) ≥ multideg(aigi), если aigi ≠ 0, т.е. f →G 0. 

Покажем, что обратное утверждение не всегда выполняется. Пусть G = 

(xy + 1, y2 – 1) с lex-упорядочением. В этом случае yxxxy
G

−−=−2 , так 
как xy2 – x = y(xy + 1) + 0(y2 – 1) + (– x – y). С другой стороны xy2 – x = 
0(xy + 1) + x(y2 – 1), т.е. xy2 – x →G 0. □ 

Дадим более общую формулировку теоремы 1 п. 1.6. 
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Теорема 1. Базис G = {g1,…,gs} идеала I является базисом Грёбнера 
тогда и только тогда, когда для всех i ≠ j S(gi, gj) →G 0. 

Заметим, что в теореме 1 п. 1.6 условие формулировалось так: для 
всех i ≠ j 0),( =

G
ji ggS . 

Доказательство. Если S(gi, gj) →G 0, то S(gj, gl) = ∑
=

s

i
iijl ga

1
, где mul-

tideg(aijlgi) ≤ multideg(S(gj, gl)). Дальнейшее в точности повторяет доказа-
тельство теоремы 1 п. 1.6. □ 

Предложение 1. Пусть дано конечное множество G ⊂  k[x1,…,xn], и 
пусть f, g ∈ G таковы, что LCM(LM(f), LM(g)) = LM(f)·LM(g), т.е. 
старшие мономы полиномов f и g взаимно просты. Тогда S(f, g) →G 0. 

Доказательство. Предположим для простоты, что LC(f) = LC(g) = 1. 
Тогда f = LM(f) + p, g = LM(g) + q. Из условия теоремы имеем 

S(f, g) = 
)LM(

)LM()LM(
f

fgf  – 
)LM(

)LM()LM(
g

ggf  = LM(g)f – LM(f)g =  

=(g – q)f – (f – p)g = gf – qf – fg + pg = pg – qf.                       (1) 

Докажем, что  

multideg(S(f, g)) = max(multideg(pg), multideg(qf)).            (2) 

Для этого покажем, что в полиноме pg – qf старшие мономы поли-
номов pg и qf различны. Действительно, если бы они были одинаковыми, 

то LM(p)LM(g) = LM(q)LM(f), т.е. LM(p) = 
)LM(

)LM()LM(
g

fq . Так как LM(f) 

и LM(g) взаимно просты, то LM(q) делится на LM(g). Но это невозмож-
но, ибо LM(g) > LM(q). Из (1), (2) вытекает, что S(f, g) →G 0. □ 

Заметим, что предложение 1 позволяет усовершенствовать теорему 
1: достаточно проверить условие S(gi, gj) →G 0, i < j, только в тех случаях, 
когда LM(gi) и LM(gj) не взаимно просты. 

Определение 2. Пусть F = (f1,…,fs). Сизигией старших членов 
LT(f1),…,LT(fs) называется S-полином S = (h1,…,hs) ∈ (k[x1,…,xn])S такой, 

что ∑
=

s

i
ii fh

1
)LT(  = 0. Будем обозначать через S(F) подмножество в 

(k[x1,…,xn])S, состоящее из всех сизигий старших членов набора F. 
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Обозначим через ei набор (0,…,0, 1, 0,…,0) ∈ (k[x1,…,xn])S, где 1 сто-
ит на i-м месте. Тогда сизигия S ∈ S(F) может быть записана в виде S = 

∑
=

s

i
iieh

1
. В качестве примера использования этих обозначений рассмотрим 

сизигии, порожденные S-полиномами. Для этого рассмотрим {fi, fj} ⊂  F, 
где i < j и пусть xγ = LCM(LM(fi), LM(fj)). Тогда  

Sij = i
i

e
f

x
)LT(

γ

 – j
j

e
f

x
)LT(

γ

                                    (3) 

является сизигией старших членов набора F, так как )LT(
)LT( i

i
f

f
x γ

 – 

)LT(
)LT( j

j
f

f
x γ

 = 0. 

Предложение 2. Пусть S = (c1,…,cs), T = (d1,…,ds) ∈ (k[x1,…,xn])S – 
сизигии старших членов набора F = (f1,…,fs). Тогда S + T и gS, где g ∈ 
k[x1,…,xn], также являются сизигиями. 

Доказательство. Так как S и T – сизигии, то ∑
=

s

i
ii fс

1
)LT(  = 0, 

∑
=

s

i
ii fd

1
)LT(  = 0. Имеем ∑

=
+

s

i
iii fdс

1
)LT()(  = ∑

=

s

i
ii fс

1
)LT(  + ∑

=

s

i
ii fd

1
)LT(  = 

0, ∑
=

s

i
ii fgс

1
)LT(  = g∑

=

s

i
ii fс

1
)LT(  = 0, т.е. S + T и gS – сизигии. □ 

Определение 3. Элемент S ∈ S(F) называется однородным мульти-
степени α, где α ∈ n

0≥Z , если S = (c1xα(1),…,csxα(s)), где ci ∈ k и α(i) + mul-
tideg(fi) = α при ci ≠ 0. 

Предложение 3. Сизигия Sij из (3) является однородной мультисте-
пени γ. 

Доказательство. Сизигия Sij из (3) является однородной мультисте-

пени γ, так как Sij = i
i

ex
f

if )multideg(

)LC(
1 −γ

 – j
j

ex
f

jf )multideg(

)LC(
1 −γ

 и γ – 

multideg(fi) + multideg(fi) = γ – multideg(fj) + multideg(fj) = γ. □ 
Лемма 2. Каждый элемент из S(F) единственным образом может 

быть разложен в сумму однородных сизигий из S(F). 
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Доказательство. Пусть S = (h1,…,hs) ∈ S(F). Зафиксируем вектор α ∈ 
n

0≥Z . Пусть hiα – член полинома hi (если он существует) такой, что mul-

tideg(hiαfi) = α. Тогда )LT(
1

i

s

i
i fh∑

=
α  = 0, так как hiαLT(fi), i = s,1 , – это все 

члены степени α в )LT(
1

i

s

i
i fh∑

=
 = 0. Таким образом, Sα = (h1α,…,hsα) ∈ S(F) 

– однородный элемент мультистепени α и S = ∑
α

αS . Докажем единст-

венность Sα. Пусть ∑
α

α′S , где Sα′ – однородный элемент степени α из 

S(F). Тогда Sα′ = (h′1α,…,h′sα), где h′iα = LC(hiα) 
)multideg( ifx

−α
, так как 

h′iαLT(fi) = LC(hiα)LC(fi)xα. □ 
Докажем теперь, что Sij образуют базис всех сизигий старших чле-

нов. 
Предложение 4. Если F = (f1,…,fs), то каждая сизигия S ∈ S(F) мо-

жет быть представлена в виде  

S = ∑
< ji

ijijSa ,                                                 (4) 

где aij ∈ k[x1,…,xn], а сизигии Sij определены в (3). 
Доказательство. Так как по лемме 2 любую сизигию можно предста-

вить в виде однородных сизигий, то не умаляя общности мы можем счи-
тать S однородной сизигией мультистепени α. Сизигия S имеет по мень-
шей мере две ненулевые компоненты, например cixα(i) и cixα(j), где i < j и 
α(i) + multideg(fi) = α(j) + multideg(fj) = α. Отсюда следует, что xγ = 

LCM(LM(fi), LM(fj)) делит xα. Так как Sij = i
i

e
f

x
)LT(

γ

 – j
j

e
f

x
)LT(

γ

, то i-я 

компонента сизигии S – ciLC(fi)xα – γSij равна нулю, а все другие компо-
ненты, кроме j-й, не изменились. Таким образом, построена новая одно-
родная сизигия, у которой количество ненулевых компонент меньше, 
чем y S. Продолжая этот процесс, мы представим S в виде (4). □ 

Теорема 2. Базис G = {g1,…,gs} идеала I является его базисом Грёб-
нера тогда и только тогда, когда для каждого элемента S = (h1,…,hs) из 
однородного базиса пространства сизигий S(G) выполняется условие 

S(G) =∑
=

s

i
ii gh

1
 →G 0. 
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Доказательство. Будем следовать схеме доказательства теоремы 1 п. 

1.6. Для любого f ∈ I f = ∑
=

s

i
ii gh

1
. Пусть m(i) = multideg(higi), δ = 

))((max im
i

. Мы выбираем такое представление f в виде линейной комби-

нации gi, чтобы мультистепень δ была минимальной. Предположение 
multideg(f) < δ должно привести нас к противоречию. В силу формулы (3) 
из п. 1.6 из неравенства multideg(f) < δ следует, что 
multideg( ∑

δ=)(
)(

im
ii ghLT ) < δ. Это означает, что ∑

δ=)(
)()(

im
ii gLThLT  = 0. По-

этому S = ∑
δ=)(

)(
im

ii ehLT  является сизигией из S(G). Заметим, что S – одно-

родная сизигия мультистепени δ. Пусть S1,…,Sm – однородный базис 
пространства сизигий. Из условии теоремы следует, что для любого j 
SjG →G 0. Запишем S в виде 

S = ∑
=

m

j
jj Su

1
,                                                  (5) 

где uj ∈ k[x1,…,xn]. Разложение uj в сумму членов позволяет нам предста-
вить S в виде суммы однородных сизигий. Так как S – однородная сизи-
гия мультистепени δ, то на основании леммы 2 из единственности пред-
ставления следует, что в (5) или uj = 0 или ujSj – однородная сизигия 
мультистепени δ. Пусть Sj имеет мультистепень γj. Если uj ≠ 0, то uj = 
cj

jx γ−δ , где cj ∈ k. Таким образом, из (5) находим S = ∑ γ−δ

j
jj Sxc j , где 

сумма берется по таким j, для которых uj ≠ 0. Скалярно умножая это ра-
венство на G, получаем 

∑
δ=)(

)LT(
im

ii gh  = S·G = ∑ γ−δ

j
jj Sxc j ·G.                      (6) 

По условию  

SjG →G 0, т.е. SjG = ∑
=

s

i
iij ga

1
,                                (7) 

где для всех i, j  

multideg(aijgi) ≤ multideg(SjG).                              (8) 
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Так как Sj – однородная сизигия мультистепени γj, то multideg(SjG) < 
γj. Отсюда с учетом (8) multideg(aijgi) < γj. Из (7) имеем jx γ−δ SjG = 

jx γ−δ ∑
=

s

i
iij ga

1
 = ∑

=

s

i
iij gb

1
, где bij = jx γ−δ aij, multideg(bijgi) < δ. Таким обра-

зом, из (6) находим ∑
δ=)(

)LT(
im

ii gh  = ∑∑
=

s

i
iij

j
j gbc

1
 = ∑

=

s

i
ii gh

1

~ , где 

multideg( ii gh~ ) < δ. Далее доказательство повторяет доказательство тео-
ремы 1 п. 1.6. □ 

Отметим, что теорема 2 является частным случаем теоремы 1 п. 1.6. 
А именно, если мы возьмем {Sij} в качестве базиса пространства сизигий 
S(G), то анализ полиномов SijG будет происходить точно так же, как про-
исходил ранее анализ S-полиномов S(gi, gj). 

Предложение 5. Пусть G = (g1,…,gs), и пусть подмножество S ⊂  
{Sij : 1 ≤ i < j ≤ s} является базисом в S(G). Предположим, что сущест-
вуют три разных полинома gi, gj, gl ∈ G такие, что LT(gl) делит 
LCM(LT(gi), LT(gj)). Если Sil, Sjl ∈ S, то S – {Sij} также является базисом 
в S(G) (если i > j, то полагаем Sij = Sji). 

Доказательство. Пусть для определенности i < j < l. Положим ijx γ  = 
LCM(LM(gi), LM(gj)), ilx γ  = LCM(LM(gi), LM(gl)), jlx γ  = LCM(LM(gj), 
LM(gl)). Тогда LT(gi), LT(gj), LT(gl) делят ijx γ . Следовательно, ilx γ  делит 

ijx γ . Аналогично, jlx γ  делит ijx γ . Покажем, что Sij = ilijx
γ−γ

Sil – ilijx
γ−γ

Sjl. 

Действительно, ilijx
γ−γ

Sil – ilijx
γ−γ

Sjl = ilijx
γ−γ
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l
l

il
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il
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)LT()LT(
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)LT()LT(
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)LT()LT(

 = Sij. 

Следовательно, S – {Sij} – базис в S(G). □ 
Предложение 5 показывает, как из базиса {Sij, i < j}можно исключать 

«лишние» элементы. 
Введем следующее обозначение: 

[i, j] = 




>
<

.если),,(
,если),,(

jiij
jiji   

Из предложения 1, предложения 5 и теоремы 2 вытекает следующая 
усовершенствованная версия алгоритма Бухбергера. 
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Теорема 3. Пусть I = < f1,…,fs > – полиномиальный идеал. Его базис 
Грёбнера может быть построен за конечное число шагов с использова-
нием следующего алгоритма: 

Вход: F = (f1,…,fs) 
Выход: G, базис Грёбнера идеала I = < f1,…,fs >  
{инициализация} 
B: = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ s} 
G: = F 
t: = s 
{итерация} 
WHILE B ≠ ∅  DO 

Выбрать (i, j) ∈ B 
IF LCM(LT(fi), LT(fj)) ≠ LT(fi)LT(fj) AND  
критерий (fi, fj, B) не выполняется THEN 
S: = 

G
ji ffS ),(  

IF S ≠ 0 THEN 
t: = t + 1; ft: = S 
G: = G U  {ft} 
B: = B U  {(i, t)| 1 ≤ i ≤ t – 1} 

B: = B – {(i, j)}. 

Здесь критерий (fi, fj, B) выполняется >>, если существует некоторое 
l ∉ {i, j}, для которого пары [i, l] и [j, l] не принадлежат B и LT(fl) делит 
LCM(LT(fi), LT(fj)) (основа этого критерия – предложение 5). 

В этом алгоритме вводится список пар В, которые нужно проверить. 
Здесь мы вычисляем остаток от деления только для тех S-полиномов S(fi, 
fj), которые не удовлетворяют условиям предложения 1 или предложения 
5. 

 1.9. СИЗИГИИ БАЗИСОВ ИДЕАЛА 

Определение 1. Пусть идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn]. Сизигией 
базиса F = (f1,…,fs) идеала I называется элемент h = (h1,…,hs) ⊂  

(k[x1,…,xn])s, удовлетворяющий условию ∑
=

s

i
ii fh

1
 = 0. Будем обозначать 

через Syz(F) подмножество в (k[x1,…,xn])s, состоящее из всех сизигий на-
бора F. 



45  

Будем предполагать, что мы имеем фиксированное мономиальное 
упорядочение в k[x1,…,xn]. 

Пусть G = < g1,…,gt >, где LC(gi) = 1, – базис Грёбнера идеала I = 
< f1,…,fs >. Найдем Syz(g1,…,gt). Имеем Syz(LT(g1),…,LT(gt)) = S(G). Ба-
зисом пространства сизигий S(G) является множество {Sij, 1 ≤ i < j ≤ s}, 

где Sij = j
j

i
i

e
g

xe
g

x ijij

)LM()LM(

γγ

− , ijx γ  = LCM(LM(gi), LM(gj)). 

Для gi, gj S-полином имеет вид S(gi, gj) = j
j

i
i

g
g

xg
g

x ijij

)LM()LM(

γγ

− . С 

помощью алгоритма деления находим S(gi, gj) = ∑
=ν

νν

t

ij gh
1

, где hijν ∈ 

k[x1,…,xn], 
t≤ν≤1

max (LM(hijν)LM(gν)) = LM(S(gi, gj)). 

Для всех i, j = 1,…,t, i ≠ j, определяем sij = i
i

e
g

x ij

)LM(

γ

 – j
j

e
g

x ij

)LM(

γ

 – 

∑
=ν

νν

t

ij eh
1

. Заметим, что sij ∈ Syz(g1,…,gt), так как 
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ij eh
1

 = S(gi, gj) – 

∑
=ν

νν

t

ij gh
1

 = 0. 

Теорема 1. Совокупность {sij, 1 ≤ i < j ≤ t} образует базис про-
странства сизигий Syz(g1,…,gt). 

Доказательство. Пусть u = ∑
=ν

νν

t
eu

1
∈ Syz(g1,…,gt). Пусть xα = 

ti≤≤1
max (LM(ui) LM(gi)). Положим S = {i ∈ {1,…,t}| LM(ui)LM(gi) = xα}. Для 

любого i ∈ {1,…,t} определим ui  ́следующим образом: 

ui  ́= 






∈−

∉

.если),(

,если,

SiuLTu

Siu

ii

i
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Пусть для i ∈ S LT(ui) = ci ixα . Так как u ∈ Syz(g1,…,gt), то 

∑
∈

α

Si
ii gxc i )LT(  = 0. Таким образом, ∑

∈

α

Si
i

ixc ∈ S(G). Следовательно, 

∑
∈

α

Si
i

ixc ei = ∑
< ji

ijijSa , где aij ∈ k[x1,…,xn]. Из доказательства предложения 

4 п. 1.8 следует, что aij = dij
ijx α−α , где dij ∈ k. Таким образом, мы имеем 

∑
=

t

j
jjeu

1
 = ∑

∈

α

Si
i

ixc ei + ∑
=

′t

j
jj eu

1
 = ∑

∈
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γγ
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 + ( )∑
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Sji
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tijtijij eheha

,

11 ... .Так как ∑
< ji

ijij sa ∈ 

Syz(g1,…,gt), то ∑
=ν

νν
′t
eu

1
 + ( )∑

∈
<

++

Sji
ji

tijtijij eheha

,

11 ... ∈ Syz(g1,…,gt) 

Положим ∑
=ν

νν

t
ev

1
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=ν
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′t
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1
 + ( )∑

∈
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Sji
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tijtijij eheha

,

11 ... .  

Пусть xβ = 
t≤ν≤1

max (LM(vν)LM(gν)). Покажем, что xβ < xα. Действительно, 

для любого ν ∈ {1,…,t} LM(vν)LM(gν) = LM(uν′ + ∑
∈

<
ν

Sji
ji

ijijha

,

)LM(gν) ≤ 

max(LM(uν′), 

Sji
ji

∈
<

,

max (LM(aij)LM(hijν))LM(gν). Из определения uν′ имеем 

LM(uν′)LM(gν) < xα. Так как aij = dij
ijx γ−α , то для любых i, j ∈ S, i < j, име-

ем LM(aij)LM(hijν)LM(gν) = ijx γ−α  LM(hijν)LM(gν) ≤ ijx γ−α LM(S(gi, gj)) < 
ijx γ−α ijx γ  = xα. Следовательно, для любого ν ∈ {1,…,t} LM(vν)LM(gν) < 

xα, т.е. xβ < xα. 

Далее аналогично случаю сизигии ∑
=

t

i
iieu

1
 сизигию ∑

=ν
νν

t
ev

1
 представ-

ляем в виде ∑
=ν

νν

t
ev

1
 = ∑

< ji
ijij sb  + ∑
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t
e

1
, где для сизигии ∑

=ν
ννω

t
e

1
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max(LM(ων), LM(gν)) < xβ. Продолжая этот процесс, мы представляем си-

зигию u в виде ∑
=

t

i
iieu

1
 = ∑

<
γ

ji
ijij s , где γij ∈ k[x1,…,xn]. □ 

Будем теперь находить сизигии F = {f1,…,fs} идеала I = < f1,…,fs >, 
базисом Грёбнера которого является множество G = {g1,…,gt}. Используя 

алгоритм деления, получаем fl = ∑
=

t

i
ilihg

1
, l = s,1 , где hil ∈ k[x1,…,xn]. По-

ложим F = (f1,…,fs), G = (g1,…,gt), H = 
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. Тогда F = GH. Так 

как gi ∈ < f1,…,fs >, i = t,1 , то существует матрица W = 
















sts

t

ww

ww

L

MM

L

1

111

, 

где wij ∈ k[x1,…,xn], такая, что G = FW. Элементы матрицы W могут быть 
найдены в результате выполнения алгоритма Бухбергера при нахожде-
нии базиса Грёбнера G идеала I. На основании теоремы 1 найдем базис 
пространства сизигий Syz(g1,…,gt), состоящий из {sij, 1 ≤ i < j ≤ t}. Из ко-
ординат векторов sij образуем векторы-столбцы si, i = r,1 , где r – количе-
ство всех sij. Так как множество {s1,…,sr} образует базис пространства 
сизигий Syz(g1,…,gt), то для любого i, i = r,1  0 = Gsi = (FW)si = F(Wsi). 
Следовательно, для любого i, i = r,1 , Wsi ∈ Syz(F). Пусть Is – единичная 
матрица размера s×s. Тогда F(Is – WH) = F – FWH = F – GH = F – F = 0. 
Следовательно, столбцы r1,…,rs матрицы F принадлежат пространству 
сизигий Syz(F).  

Теорема 2. С учетом введенных выше обозначений базисом про-
странства сизигий Syz(F) является множество {ws1,…,wsr, r1,…,rs} ⊂  
(k[x1,…,xn])s. 

Доказательство. Возьмем любой h = 
















sh

h
M
1

∈Syz(f1,…,fs). Тогда 0 = Fh 

= GHh, а поэтому Hh ∈ Syz(g1,…,gt). С учетом определения s1,…,sr имеем 

Hh = ∑
=

r

i
ii sa

1
, где ai ∈ k[x1,…,xn]. Следовательно, WHh = W 
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r

i
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1
 = 
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( )∑
=

r

i
ii Wsa

1
. Отсюда h = h – WHh + WHh = (Is – WH)h + ( )∑

=

r

i
ii Wsa

1
 = ∑

=

s

i
iirh

1
 

+ ( )∑
=

r

i
ii Wsa

1
, а поэтому множество {ws1,…,wsr, r1,…,rs} образует базис 

пространства сизигий Syz(F). □ 
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ГЛАВА 2. ТЕОРИЯ ИСКЛЮЧЕНИЯ  

2.1. ИСКЛЮЧАЮЩИЕ ИДЕАЛЫ 

Определение 1. Пусть дан идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда l-
м исключающим идеалом Il идеала I называется идеал в k[xl + 1,…,xn] та-
кой, что Il = I I  k[xl + 1,…,xn]. 

Таким образом, идеал Il состоит из всех полиномиальных следствий 
системы f1 = 0,…,fs = 0, которые не зависят от x1,…,xl. Докажем коррект-
ность определения 1, т.е. покажем, что Il – идеал в k[xl + 1,…,xn]. Действи-
тельно, 0 ∈ Il, ибо 0 ∈ I, 0 ∈ k[xl + 1,…,xn]. Если f, g ∈ I, а значит, f + g ∈ I. 
Так как f, g ∈ k[xl + 1,…,xn], то и f + g ∈ k[xl + 1,…,xn], т.е. f + g ∈ Il. Если f ∈ 
Il, то для любого h ∈ k[xl + 1,…,xn]  hf ∈ I, hf ∈ k[xl + 1,…,xn], а тогда hf ∈ 
Il. Таким образом, доказана корректность определения 1. 

Предложение 1. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал. Тогда для любого l, l 
= 1,0 −n , Il + 1 ⊂  Il. При этом положим I0 = I. 

Доказательство. Пусть f ∈ Il + 1. Тогда f ∈ I, f ∈ k[xl + 2,…,xn]. Отсюда f 
∈ k[xl + 1,…,xn], т.е. f ∈ Il. □ 

Предложение 2. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал. Тогда для любого l, l 
= 1,0 −n , идеал Il + 1 ⊂  k[xl + 2,…,xn] является первым исключающим идеа-
лом идеала Il ⊂  k[xl + 1,…,xn]. 

Доказательство. Пусть 1
~

+lI ⊂  k[xl + 2,…,xn] – первый исключающий 
идеал идеала Il ⊂  k[xl + 1,…,xn]. Если f ∈ 1

~
+lI , то f ∈ Il и f ∈ k[xl + 2,…,xn]. 

Отсюда f ∈ I, f ∈ k[xl + 2,…,xn], т.е. f ∈ Il + 1. Следовательно, 1
~

+lI ⊂  Il+1. На-
оборот, если f ∈ Il + 1, то на основании предложения 1 f ∈ Il. Отсюда, и с 
учетом того, что f ∈ Il + 1, имеем f ∈ 1

~
+lI . Следовательно, Il + 1 ⊂ 1

~
+lI . □ 

Определение 2. Мономиальное упорядочение > на k[x1,…,xn] назы-
вается упорядочением l-исключающего типа, где 0 ≤ l ≤ n, если любой 
моном, содержащий хотя бы одну из переменных x1,…,xl больше любого 
монома из k[xl + 1,…,xn]. 

Мономиальное упорядочение > lex с x1 > x2 > … > xn для любого l, где 
0 ≤ l ≤ n, является упорядочением l-исключающего типа. 

Теорема 1 (теорема об исключении). Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал 
и G – его базис Грёбнера по отношению к мономиальному упорядочению 
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l-исключающего типа. Тогда множество Gl = G I  k[xl + 1,…,xn] является 
базисом Грёбнера l-го исключающего идеала Il = I I  k[xl + 1,…,xn]. 

Доказательство. По построению Gl ⊂  Il. Покажем, что < LT(Il) > = 
< LT(Gl) >. Включение < LT(Gl) > ⊂  < LT(Il) > очевидно. Докажем об-
ратное включение < LT(Il) > ⊂  < LT(Gl) >. Возьмем любой полином f ∈ 
Il. Покажем, что LT(f) делится на некоторый старший член LT(g), где g ∈ 
Gl. Так как f ∈ Il, то f ∈ I. Так как G – базис Грёбнера идеала I, то суще-
ствует g ∈ G такой, что LT(f) делится на LT(g). Полином f ∈ Il, а поэтому 
LT(g) содержит только переменные xl + 1,…,xn. Так как используется упо-
рядочение > l-исключающего типа, то любой моном, содержащий хотя 
бы одну из переменных x1,…,xl больше любого монома из k[xl + 1,…,xn]. 
Следовательно, из включения LT(g) ∈ k[xl + 1,…,xn] следует, что g ∈ 
k[xl + 1,…,xn]. Значит, g ∈ Gl. □ 

Пусть дан идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn]. Аффинное многообра-
зие V(I) = {(a1,…,an) ∈ kn : f(a1,…,an) = 0 ∀  f ∈ I}. Для идеала I рассмот-
рим исключающий идеал Il, где 1 ≤ l ≤ n. Точка (аl + 1,…,аn) ∈ V(Il) назы-
вается частичным решением исходной системы fi = 0, i = s,1 . Чтобы про-
должить (аl + 1,…,аn) до полного решения системы, нужно добавить одну 
координату, т.е. нужно найти al такое, что (аl,…,аn) ∈ V(Il – 1). Если Il – 1 = 
< g1,…,gr > ⊂  k[xl,…,xn], то xl = al – решение системы уравнений g1(xl, 
al + 1,…,an) = 0,…,gr(xl, al + 1,…,an) = 0. 

Предложение 2 показывает, что для нахождения a1,…,al – 1 можно 
использовать пошаговое продолжение. Когда al найдено, с использова-
нием исключающего идеала Il – 2 находим al – 1 и т.д. В дальнейшем будут 
указаны условия, при которых частичные решения могут быть продол-
жены до полных решений. 

Пусть дано аффинное многообразие V = V(f1,…,fs) ⊂  kn. Для исклю-
чения первых l переменных x1,…,xl рассмотрим отображение проекции πl 
: kn → kn – l, которое вектор (a1,…,an) переводит в вектор (аl + 1,…,аn). При-
меняя отображение πl к многообразию V ⊂  kn, получим множество πl(V) 
⊂  kn – l. 

Предложение 3. Пусть Il = < f1,…,fs > ⊂  k[xl + 1,…,xn] – l-й исклю-
чающий идеал. Тогда πl(V) ⊂ V (Il) ⊂  kn – l. 

Доказательство. Пусть f ∈ Il. Возьмем любую точку (a1,…,an) ∈ V. 
Тогда f(a1,…,an) = 0, так как f ∈ < f1,…,fs >. Здесь f зависит только от 
xl + 1,…,xn. Следовательно, f(al + 1,…,an) = f(πl(a1,…,an)) = 0, т.е. f равен ну-
лю во всех точках из πl(V). Отсюда πl(V) ⊂  V(Il). □ 

Точки множества πl(V) описываются следующим образом: 
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πl(V) = {(al + 1,…,an) ∈ V(Il) : ∃ a1,…,al ∈ k такие, что  

(a1,…,al, al + 1,…,an) ∈ V}. 

Таким образом, множество πl(V) состоит в точности из тех частич-
ных решений, которые могут быть продолжены до полных. В дальней-
шем будут указаны условия, при которых частичные решения могут 
быть продолжены до полных. 

2.2. РЕЗУЛЬТАНТЫ 

Определение 1. Полином f ∈ k[x1,…,xn] называется неприводимым 
над полем k, если он не постоянен и не является произведением двух не-
постоянных полиномов из k[x1,…,xn]. 

Если полином f неприводим, то с точностью до постоянного множи-
теля его делителем может быть только он сам. 

Предложение 1. Каждый непостоянный полином f ∈ k[x1,…,xn] яв-
ляется произведением неприводимых над k полиномов. 

Доказательство. Если f неприводим, то утверждение доказано, если 
нет, то f = gh, где g, h ∈ k[x1,…,xn] – непостоянные полиномы, deg(g) < 
deg(f), deg(h) < deg(f). К полиномам g, h применим то же рассуждение, 
что и к f. Если они приводимы, то их раскладываем в произведение непо-
стоянных множителей с меньшими степенями. Этот процесс завершается 
за конечное число шагов, так как полная степень уменьшается, когда мы 
переходим к множителям. Таким образом, f является произведением не-
приводимых полиномов. □ 

Теорема 1. Пусть f ∈ k[x1,…,xn] – неприводимый полином над k. 
Предположим, что gh, где g, h ∈ k[x1,…,xn] делится на f. Тогда f делит g 
или h. 

Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции. 
Индукцию будем проводить по числу переменных n. Пусть n = 1 и f де-
лит h. Рассмотрим p = GCD(f, g). Если deg(p) > 0, то с точностью до по-
стоянного множителя f = p, так как f неприводим. В этом случае f делит 
g. Если же p = 1, то тогда существуют A, B ∈ k[x1] такие, что Af + Bg = 1. 
Умножая это равенство на h, имеем 

h = h(Af + Bg) = Ahf + Bhg. 

Так как f делит gh, то gh = fs. Следовательно, h = Ahf + Bfs = f(Ah + 
Bs), т.е. f делит h. Теорема для n = 1 доказана. 
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Пусть теорема справедлива для n – 1. Сначала рассмотрим случай, 
когда неприводимый полином не зависит от x1, т.е. u ∈ k[x2,…,xn] непри-
водим и делит gh ∈ k[x1,…,xn]. Докажем, что u делит g или h. Имеем g = 

∑
=

l

i

i
i xa

0
1 , h = ∑

=

m

j

j
j xb

0
1 , где ai, bj ∈ k[x2,…,xn]. Если u делит каждый полином 

ai, то u делит g. Аналогично, если u делит каждый полином bj, то u делит 
h. Пусть теперь ни одно, ни другое не выполнено. Тогда существуют i, j 
≥ 0 такие, что u не делит ai и не делит bj. Будем считать, что i, j – это 
наименьшие числа с такими свойствами, т.е. u делит ar, если r < i и u де-

лит bs, если s < j. Имеем gh = ∑
+

=

ml

q

q
q xc

0
1 , где cq ∈ k[x2,…,xn], q = ml +,0 . В 

частности,  

ci + j = (a0bi + j + a1bi + j – 1 + … + ai – 1bj + 1) + aibj + (ai + 1 bj – 1 + … + ai + jb0). (1) 

Ясно, что u делит каждое слагаемое в первой и во второй скобке. Из 
индуктивного предположения следует, что u не делит aibj. Таким обра-
зом, в (1) u делит каждое слагаемое, кроме одного, а значит, u не делит 
ci + j. Покажем, что u не делит gh. Действительно, если u делит gh, то 

∑
+

=

ml

q

q
q xc

0
1  = u ∑

+

=

ml

q

q
q xd

0
1 , где dq ∈ k[x2,…,xn], т.е. cq = udq, q = ml +,0 , а значит, 

u делит ci + j, что невозможно. Заметим, что в рассматриваемом случае u 
не делит g и u не делит h. В результате получили, что u не делит gh, что 
противоречит условию теоремы. Таким образом, доказано, что u делит g 
или h. 

Теперь рассмотрим общий случай. Пусть f делит gh. Если f не зави-
сит от x1, то все доказано. Если f зависит от x1, то рассмотрим кольцо 
k(x2,…,xn)[x1]. Это кольцо полиномов от одной переменной x1 над полем 
k(x2,…,xn). Элементами поля k(x2,…,xn) являются полиномы из кольца 
k[x2,…,xn]. В дальнейшем кольцо k[x1,…,xn] будем рассматривать как 
подкольцо в k(x2,…,xn)[x1]. Будем работать в большем кольце, где теоре-
ма верна, а затем вернемся в меньшее кольцо. Покажем сначала, что f 
неприводим в k(x2,…,xn)[x1]. Пусть f приводим, т.е. f = AB, где A, B – по-
линомы от x1 с коэффициентами из k(x2,…,xn). Покажем, что или А или В 
имеет степень 0 по x1. Пусть d ∈ k[x2,…,xn] – произведение всех знамена-
телей в А и В. Тогда А~  = Ad ∈ k[x1,…,xn], В

~  = Bd ∈ k[x1,…,xn], d2f = А~ В~  
∈ k[x1,…,xn]. Запишем d2 как произведение неприводимых множителей 
из k[x2,…,xn], что возможно в силу предложения 1. Каждый из этих мно-
жителей делит А~ В~ , а значит, по доказанному каждый из них делит А~  
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или В~ . Поделим обе части равенства d2f = А~ В~  на эти множители. В ре-
зультате получим, что f = 1

~А 1В
~ , где 1А

~ , 1
~В ∈ k[x1,…,xn]. Так как f непри-

водим в k[x1,…,xn], то 1
~А  или 1

~В  – константа. Так как полиномы 1
~А , 1

~В  
были получены из А, В при помощи умножения и деления на полиномы 
из k[x2,…,xn], то отсюда следует, что или А, или В не зависит от x1. Это и 
требовалось доказать. 

Таким образом, f неприводим в k(x2,…,xn)[x1], а поэтому f делит g 
или h в k(x2,…,xn)[x1]. Пусть, например, g = Af, где A ∈ k(x2,…,xn)[x1]. Из-
бавляясь в этом равенстве от знаменателей, получаем dg = А~ f, где А~  ∈ 
k[x1,…,xn], d ∈ k[x2,…,xn]. По доказанному каждый неприводимый дели-
тель полинома d делит А~  или f. Этот неприводимый делитель делить f не 
может, так как f неприводим и имеет положительную степень по x1. Сле-
довательно, каждый неприводимый делитель полинома d делит А~ . Про-
изводя в dg = А~ f сокращение, получаем g = A

~~ f, где A
~~ ∈ k[x1,…,xn]. Та-

ким образом, f делит g в k[x1,…,xn]. □ 
Следствие 1. Пусть полиномы f, g ∈ k[x1,…,xn] имеют положитель-

ные степени по x1. Тогда f и g имеют общий делитель в k[x1,…,xn] поло-
жительной степени по х1 тогда и только тогда, когда они имеют об-
щий делитель в k(x2,…,xn)[x1]. 

Доказательство. Если f и g имеют общий делитель в k[x1,…,xn] поло-
жительной степени по x1, то они, конечно, имеют его и в большем кольце 
k(x2,…,xn)[x1]. Пусть теперь f и g имеют общий делитель h~ ∈ 
k(x2,…,xn)[x1]. Имеем f = h~ 1

~f , g = h~ 1
~g , где 1

~f , 1
~g ∈ k(x2,…,xn)[x1]. Заме-

тим, что h~ , 1
~f , 1

~g  могут иметь знаменатели – полиномы из k[x2,…,xn]. 
Пусть d ∈ k[x2,…,xn] – общий знаменатель полиномов h~ , 1

~f , 1
~g . Поло-

жим h = d h~ , f1 = d 1
~f , g1 = d 1

~g . Тогда h, f1, g1 ∈ k[x1,…,xn]. Далее имеем d2f 
= hf1, d2g = hg1. Пусть h1 – неприводимый делитель полинома h положи-

тельной степени по x1. Так как h~  = 
d
h  имеет положительную степень по 

x1, то такой делитель существует. Тогда h1 делит d2 или f (по теореме 1). 
h1 не может делить d2, так как d2 ∈ k[x2,…,xn]. Следовательно, h1 делит f в 
k[x1,…,xn]. Рассуждая аналогично, получаем, что h1 делит g в k[x1,…,xn], 
т.е. h1 – требуемый общий делитель. □ 

Теорема 2. Каждый непостоянный полином f ∈ k[x1,…,xn] может 
быть записан как произведение неприводимых над k полиномов f = 
f1f2…fr. Более того, если f = g1g2…gs – другое разложение в произведение 
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неприводимых над k полиномов, то r = s и, с точностью до перестанов-
ки и до постоянных множителей fi = gi. 

Доказательство. Существование разложения полинома f на неприво-
димые множители доказано в предложении 1. Докажем единственность 
разложения. Допустим, что полином f двумя способами может быть 
представлен в виде произведения неприводимых множителей: f = f1f2…fr 
и f = g1g2…gs, где fi, gj неприводимы. Покажем, что f1 делит некоторый 
полином gj, где 1 ≤ j ≤ s. Если ни один из gj, где j = s,1 , не делится на f1, 
то на основании предложения 1 g2 … gs делится на f1. Отсюда g3 … gs де-
лится на f1. В результате получаем, что gs – 1gs делится на f1, т.е. f1 делит 
gs-1 или gs. Противоречие показывает, что существует j такое, что f1 делит 
gj. Так как gj неприводим, то с точностью до постоянного множителя gj = 
f1. Полагая gj = g1, а g1 равным gj, имеем g1 = f1. Сокращая обе части ра-
венства f1f2…fr = g1g2…gs на f1, получаем f2…fr = g2…gs. Далее, с точно-
стью до перестановки и до постоянных множителей аналогичным обра-
зом находим f2 = g2,…,fr = gr. Следовательно, r ≤ s. Очевидно, s ≤ r, а то-
гда r = s и fi = gi, i = r,1 . □ 

Лемма 1. Пусть f, g ∈ k[x] – полиномы степеней l > 0 и m > 0 соот-
ветственно. f и g имеют общий делитель тогда и только тогда, когда 
существуют A, B ∈ k[x] такие, что 

1) полиномы А и В не равны одновременно нулю; 
2) deg(A) ≤ m – 1, deg(B) ≤ l – 1; 
3) Af + Bg = 0. 
Доказательство. Пусть f и g имеют общий делитель h(x) ∈ k[x]. Тогда 

f = hf1, g = hg1, где f1, g1 ∈ k[x], deg(f1) ≤ l – 1, deg(g1) ≤ m – 1. Следова-
тельно, g1f + (– f1g) = g1hf1 – f1hg1 = 0, т.е. A = g1, B = – f1 обладают всеми 
требуемыми свойствами. 

Пусть, наоборот, А, В обладают свойствами 1) – 3) из леммы 1. 
Пусть для определенности B ≠ 0. Если f и g не имеют общего делителя, 
то GCD(f, g) = 1, а поэтому существуют А~ , В~ ∈ k[x] такие, что А~ f + В~ g 
= 1. Тогда Bg = – Af и B = ( А~ f + В~ g)B = А~ Bf + В~ Bg = А~ Bf – В~ Af = ( А~ B 
– В~ A)f, что невозможно ввиду B ≠ 0, deg(f) = l, deg(B) ≤ l – 1. Отсюда 
следует, что f и g имеют общий делитель положительной степени. □ 

Будем искать A, B, удовлетворяющие условию Af + Bg = 0 (1) мето-
дом неопределенных коэффициентов. Пусть A = c0xm – 1 + … + cm – 1, B = 
d0xl – 1 + … + dl – 1, где коэффициенты c0,…,cm – 1, d0,…,dl – 1 считаем неиз-
вестными. Условия леммы 1 будут выполняться, если существуют ci, dj ∈ 
k, i = 1,0 −m , j = 1,0 −l  не все равные нулю, такие, что Af + Bg = 0. Пусть 
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f = a0xl + … + al, a0 ≠ 0, g = b0xm + … + bm, b0 ≠ 0, ai, bj ∈ k. Подставим 
формулы для A, B, f, g в уравнение (1). Сравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях x, получаем следующую систему: 

a0c0 + b0d0 = 0 (коэффициент при xl + m – 1), 

a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0 (коэффициент при xl + m – 2),              (2) 

……………………………………………………………………. 

alcm – 1 + bmdl – 1 = 0 (коэффициент при x0). 

Однородная линейная система (2) состоит из l + m уравнений с l + m 
неизвестными. Такая система имеет ненулевое решение тогда и только 
тогда, когда определитель матрицы коэффициентов системы равен нулю. 

Определение 2. Рассмотрим полиномы f, g ∈ k[x] положительной 
степени f = a0xl + … + al, a0 ≠ 0, g = b0xm + … + bm, b0 ≠ 0. Матрицей Силь-
вестра Sx(f, g) полиномов f и g относительно x называется матрица коэф-
фициентов системы (2), т.е. Sx(f, g) – это (l + m)×(l + m)-матрица 
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Здесь первые m столбцов отведены ai, оставшиеся l столбцов отве-
дены bj, пустые места в матрице заняты нулями. Результантом Rx(f, g) 
полиномов f и g относительно x называется определитель матрицы Силь-
вестра: Rx(f, g) = det(Sx(f, g)). 

Определение 3. Полином называется целочисленным, если его коор-
динаты – целые числа. 

Предложение 2. Пусть f, g ∈ k[x] – полиномы положительной сте-
пени. Тогда Rx(f, g) является целочисленным полиномом от коэффициен-
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тов полиномов f, g. Полиномы f и g имеют общий делитель в k[x] только 
и только тогда, когда Rx(f, g) = 0. 

Доказательство. Так как определитель матрицы A = (aij)1 ≤ i, j ≤ s разме-
ра s×s определяется формулой det(A) = ∑

σ
σσσσ )(,)2(,2)1(,1 ...)sgn( ssaaa , где σ 

пробегает все перестановки множества {1,…,s}, а sgn(σ) = 1, если σ – 
четная перестановка, и sgn(σ) = – 1, если нечетная, то Rx(f, g) – целочис-
ленный полином от коэффициентов полиномов f и g. 

Далее Rx(f, g) = 0 ⇔  матрица коэффициентов системы (2) вырожде-
на ⇔  система (2) имеет ненулевое решение. 

Теперь предложение 2 вытекает из леммы 1, ибо система (2) имеет 
ненулевое решение ⇔  существуют A, B ∈ k[x], обладающие всеми свой-
ствами из леммы 1. □ 

Предложение 3. Пусть f, g ∈ k[x] – полиномы положительной сте-
пени. Тогда существуют A, B ∈ k[x] такие, что Af + Bg = Rx(f, g). При 
этом коэффициенты полиномов А и В являются целочисленными поли-
номами от коэффициентов полиномов f и g. 

Доказательство. Если Rx(f, g) = 0, то в качестве А,В можно взять А = 
0, В = 0, т.е. в этом случае предложение 3 очевидно справедливо. Пусть 
теперь Rx(f, g) ≠ 0. Будем искать решение уравнения  

A~ f + B~ g = 1,                                                 (3) 

где A~ , B~ ∈ k[x]. Пусть f = a0xl + … + al, a0 ≠ 0, g = b0xm + … + bm, b0 ≠ 0. 
Полиномы A~ , B~  будем искать в виде A~  = c0xm – 1 + … + cm – 1, B~  = d0xl – 1 
+ … + dl – 1, где коэффициенты c0,…,cm – 1, d0,…,dl – 1 являются неизвест-
ными из поля k. Если мы подставим f, g, A~ , B~  в (3) и сравним коэффи-
циенты при одинаковых степенях x, то получим следующую систему с 
неизвестными ci, dj и коэффициентами ai, bj: 

a0c0 + b0d0 = 0 (коэффициент при xl + m – 1), 

a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0 (коэффициент при xl + m – 2),       (4) 

……………………………………………………………………. 

alcm – 1 + bmdl – 1 = 1 (коэффициент при x0). 

Система (4) имеет единственное решение, так как Rx(f, g) ≠ 0. Ис-
пользуя правило Крамера, получим, что 
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Так как определитель является целочисленным полиномом от своих 
элементов, то 

c0 = 
),(

,отполиномныйцелочислен
gfR

ba

x

ji . 

Аналогичными формулами определяются остальные ci, а также dj. 
Таким образом, A~  = c0xm – 1 + … + cm – 1 может быть записан в виде A~  = 

),(
1

gfRx
А, где A ∈ k[x], причем коэффициенты А являются целочислен-

ными полиномами от ai, bj. Аналогично, B~  = 
),(

1
gfRx
В, где В ∈ k[x], и 

В обладает теми же свойствами, что и А. Так как A~ f + B~ g = 1, то Af + Bg 
= Rx(f, g). □ 

2.3. ТЕОРЕМА О ПРОДОЛЖЕНИИ 

Определение 1. Пусть полиномы f, g ∈ k[x1,…,xn] имеют положи-
тельную степень относительно x1: 

f = a0xl + … + al, g = b0xm + … + bm,                       (1) 

где ai, bj ∈ k[x2, …,xn], i = l,0 , j = m,0 , a0 ≠ 0, b0 ≠ 0. 
Результантом полиномов f и g относительно x1 называется опреде-

литель 
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порядка l + m. Здесь первые m столбцов заняты элементами ai, а следую-
щие l столбцов – элементами bj, при этом в пустых местах матрицы стоят 
нули. 

Предложение 1. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn] – полиномы положительной 
степени относительно х1. Тогда 

1) ),(
1

gfRx  принадлежит первому исключающему идеалу < f, g > I  
k[x2,…,xn]; 

2) ),(
1

gfRx  = 0 тогда и только тогда, когда f и g имеют общий де-
литель в k[x1,…,xn] положительной степени относительно х1. 

Доказательство. 1) Так как результант является целочисленным По-
линомом от коэффициентов полиномов f, g, то ),(

1
gfRx ∈ k[x2,…,xn]. Да-

лее, сущеествуют полиномы A, B относительно x1, коэффициенты кото-
рых являются целочисленными полиномами от ai, bj, т.е. A, B ∈ 
k[x2,…,xn][x1] = k[x1,…,xn], для которых Af + Bg = ),(

1
gfRx . Следователь-

но, ),(
1

gfRx ∈ < f, g > I  k[x2,…,xn]. 
2) Полиномы f, g можно рассматривать как полиномы относительно 

переменной x1 c коэффициентами из k[x2,…,xn], а значит, f, g можно счи-
тать полиномами от x1 с коэффициентами из k(x2,…,xn), т.е. f, g ∈ 
k(x2,…,xn)[x1]. Из предложения 2 п. 2.1 имеем, что ),(

1
gfRx  = 0 тогда и 

только тогда, когда f и g имеют общий делитель в k(x2,…,xn)[x1] положи-
тельной степени по x1. Но это эквивалентно тому, что f и g имеют общий 
делитель в k[x1,…,xn] положительной степени относительно x1. □ 

Следствие 1. Если f, g ∈ C[x], то Rx(f, g) = 0 тогда и только тогда, 
когда f и g имеют общий корень в C. 

Доказательство вытекает из того, что два полинома из C[x] имеют 
общий корень тогда и только тогда, когда они имеют общий делитель. □ 
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Предложение 2. Пусть f, g ∈ C[x1,…,xn] и пусть ai, bj ∈ C[x2,…,xn] 
как в (1). Если ),(

1
gfRx ∈ C[x2,…,xn] равен нулю в точке (c2,…,cn) ∈ Cn-1, 

то или 
1) a0 или b0 равно нулю в точке (c2,…,cn), или 
2) существует c1 ∈ C такое, что f и g равны нулю в точке (c1,…,cn) 

∈ Cn. 
Доказательство. Пусть c = (c2,…,cn) и f(x1, c) = f(x1, c2,…,cn). Пока-

жем, что полиномы от одной переменной f(x, c), g(x, c) имеют общий ко-
рень, если a0(c) ≠ 0, b0(c) ≠ 0. Имеем  

f(x1, c) = a0(c)x1
l + … + al(c), g(x1, c) = b0(c)x1

m + … + bm(c),      (2) 

где a0(c)b0(c) ≠ 0. По условию h = ),(
1

gfRx  равен нулю в точке c, т.е. h(с) 
= 0. Но для полиномов (2) )),(),,(( 111

cxgcxfRx  = h(с) = 0. На основании 
следствия 1 имеем, что полиномы f(x1, c), g(x1, c) имеют общий корень. □ 

Теорема 1 (теорема о продолжении для двух полиномов). Пусть I 
= < f, g > ⊂  C[x1,…,xn] и пусть I1 – первый исключающий идеал идеала I, 
т.е. I1 = I I  C[x2,…,xn], а a0, b0 такие же, как в (1). Пусть (c2,…,cn) ∈ 
V(I1) – частичное решение. Тогда, если (c2,…,cn) ∉ V(a0,b0), то сущест-
вует c1 ∈ C такое, что (c1,…,cn) ∈ V(I). 

Доказательство. В этом случае h = ),(
1

gfRx ∈ I1. Значит, h(с) = 0. 
Если a0(с)b0(с) ≠ 0, то существование требуемого c1 следует из предло-
жения 2. Пусть теперь одно из чисел a0(с), b0(с) равно нулю. Допустим 
для определенности b0(с) = 0. Тогда a0(с) ≠ 0, ибо с ∉ V(a0, b0). В этом 
случае степень полинома g(x1, с) относительно x1 строго меньше m. Так 
как V(f, g) зависит лишь от идеала < f, g >, но не зависит от выбора его 
базиса, то для идеала < f, g > можно использовать другой базис. Пусть N 
∈ N. Тогда < f, g > = < f, g + x1

Nf >. Действительно, если h ∈ < f, g >, то 
существуют p1, p2 ∈ C[x1,…,xn] такие, что h = p1f + p2g = (p1 – p2x1

N)f + 
p2(g + x1

Nf), т.е. h ∈ < f, g + x1
Nf >. Наоборот, если h ∈ < f, g + x1

Nf >, то 
существуют q1, q2 ∈ C[x1,…,xn] такие, что h = q1f + q2(g + x1

Nf) = (q1 + 
q2x1

N)f + q2g, т.е. h ∈ < f, g >. Выберем N таким, чтобы степень полинома 
x1

Nf относительно x1 была больше, чем степень g относительно x1. Тогда 
старший коэффициент полинома g + x1

Nf относительно x1 равен a0(с) ≠ 0. 
Следовательно, существует с1 ∈ C такое, что (с1, с) ∈ V(f, g + x1

Nf), и то-
гда (с1, с) ∈ V(f, g). □ 
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Определение 2. Пусть задан идеал < f1,…,fs > ⊂  C[x1,…,xn]. Образу-

ем полином ∑
=

s

k
kk fu

2
∈ C[u2,…,us, x1,…,xn]. Тогда ),(

2
11 ∑

=

s

k
kkx fufR  = 

∑
α

α
α uxxh n ),...,( 2 ∈ C[u2,…,us, x1,…,xn], где hα ∈ C[x2,…,xn], uα = 

s
suu αα ...2

2 . Полиномы hα называются обобщенными результантами по-
линомов f1,…,fs. Обобщенные результанты зависят от того, какой поли-
ном считается первым. 

Теорема 2 (теорема о продолжении). Пусть I = < f1,…,fs > ⊂  
C[x1,…,xn], а I1 = I I  k[x2,…,xn] – первый исключающий идеал. Пусть для 
каждого i, i = s,1 , fi = gi(x2,…,xn) iNx1  + члены, содержащие х1 в степени 
< Ni, где Ni ≥ 0, gi ∈ C[x2,…,xn] – ненулевые полиномы. Пусть (c2,…,cn) ∈ 
V(I1) – частичное решение. Тогда, если (c2,…,cn) ∉ V(g1,…,gs), то суще-
ствует с1 ∈ C такое, что (c1,…,cn) ∈ V(I). 

Доказательство. Пусть c = (c2,…,cn). Будем искать общий корень с1 
полиномов f1(x1, c),…,fs(x1, c). Случай s = 2 рассмотрен в теореме 1, слу-
чай же s = 1 сводится к случаю s = 2, так как V(f1) = V(f1, f1). Будем дока-
зывать теорему для s ≥ 3. Так как с ∉ V(g1,…,gs), то можно считать, что 
g1(с) ≠ 0. Пусть hα ∈ C[x2,…,xn] – обобщенные результанты полиномов 
f1,…,fs, т.е. 

),(
2

11 ∑
=

s

k
kkx fufR  = ∑

α

α
αuh .                                 (3) 

Покажем, что hα∈I1. Из предложения 1 следует, что существуют А, В 

∈ C[u2,…,us, x1,…,xn] такие, что Af1 + B( ∑
=

s

k
kk fu

2
) = ),(

2
11 ∑

=

s

k
kkx fufR . Пусть 

A = ∑
α

α
αuА , В = ∑

β

β
βuB , где Aα, Вβ ∈ C[x1,…,xn]. Покажем, что hα ∈ I. 

Положим e2 = (1, 0,…,0),…,es = (0,…,0, 1). Тогда  

∑
α

α
αuh  = (∑

α

α
αuА )f1 + (∑

β

β
βuB )(∑

≥2i
i

e fu i ) = ∑
α

α
α ufА )( 1  + 

+ ∑
β≥

+β
β

,2i

e
i

iufB  = ∑
α

α
α ufА )( 1  + ∑ ∑

α

α

α=+β
β≥

β

















ufB

ie
i

i
,2

.            (4) 



61  

Приравнивая в (4) коэффициенты при uα, имеем hα = Аαf1 + 

∑
α=+β

β≥
β

ie
i

ifB
,2

, т.е. hα ∈ I. Так как hα ∈ C[x2,…,xn], то hα ∈ I1 для всех α. Так 

как с ∈ V(I1), то для всех α hα(с) = 0. Из (3) следует, что h = 

),(
2

11 ∑
=

s

k
kkx fufR  равен нулю в с, т.е. при любом uk, k = s,2  h(c, u2,…,us) = 

0. Предположим, что g2(с) ≠ 0 и степень полинома f2 относительно x1 
больше степеней полиномов f3,…,fs. В этом случае h(c, u2,…,us) = 

)),(),,((
2

1111 ∑
=

s

k
kkx cxfucxfR , ибо старшие коэффициенты полиномов f1 и 

∑
=

s

k
kk fu

2
 относительно x1 не равны нулю в точке c. Заметим, что старший 

коэффициент полинома ∑
=

s

k
kk fu

2
 относительно x1 в точке c равен u2g2(c). 

Из h(c, u2,…,us) = 0 следует, что полиномы f1(x1, c), ∑
=

s

k
kk cxfu

2
1 ),( ∈ C[x1, 

u2,…,us] имеют общий множитель F положительной степени относитель-
но x1. Так как F делит f1(x1, c), то F ∈ C[x1]. Покажем, что F делит каж-
дый из полиномов f2(x1, c),…,fs(x1, c). Действительно, существует A ∈ 
C[x1, u2,…,us] такой, что  

F(x1)A(x1, u2,…,us) = ∑
=

s

k
kk cxfu

2
1 ),( .                                (5) 

Из сравнения в (5) коэффициентов при u2 имеем F(x1) A~  = f2(x1, c), 
т.е. F(x1) делит f2(x1, c). Аналогично, F(x1) делит все fk(x1, c), k = s,3 . Та-
ким образом, F(x1) является общим делителем положительной степени 
для всех fi(x1, c), i = s,1 . Пусть c1 – корень полинома F. Этот корень су-
ществует, так как C – алгебраически замкнутое поле. Тогда с1 будет об-
щим корнем для всех fi(x1, c), i = s,1 . Таким образом, в случае g2(с) ≠ 0 и 
когда степень полинома f2 относительно x1 больше степеней полиномов 
f3,…,fs, теорема доказана. Если эти условия не выполняются, то для идеа-
ла I будем использовать новый базис. Для этого заменим f2 на f2 + x1

Nf1, 
где N ∈ N. Тогда аналогично случаю s = 2 имеем I = < f1,…,fs > = < f1, f2 + 
x1

Nf1, f3,…,fs >. Если N достаточно велико, то старший коэффициент по-
линома f2 + x1

Nf1 будет g1, который не равен нулю в c. Ясно, что N можно 
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выбрать таким, что f2 + x1
Nf1 имеет относительно x1 большую степень, 

чем f3,…,fs. Тогда существует общий корень с1 полиномов f1(x1, c), f2(x1, c) 
+ x1

Nf1(x1, c), f3(x1, c),…,fs(x1, c). Отсюда следует, что c1 – общий корень 
всех fi(x1, c). □ 

Заметим, что теорема о продолжении справедлива над любым алгеб-
раически замкнутым полем. 

Теорема 3. Пусть дано многообразие V = V(f1,…,fs) ⊂  Cn, и пусть gi 
определены так же, как в формулировке теоремы 2. Если I1 – первый ис-
ключающий идеал для идеала I = < f1,…,fs >, то в Cn – 1 имеет место ра-
венство: 

V(I1) = π1(V) U  (V(g1,…,gs) I  V(I1)), 

где π1 : Cn → Cn – 1 – отображение проекции на последние n – 1 коорди-
нат. 

Доказательство. Пусть (a2,…,an) ∈ V(I1). Если (a2,…,an) ∈ 
V(g1,…,gs), то (a2,…,an) ∈ V(g1,…,gs) I  V(I1), а значит, (a2,…,an) ∈ π1(V) 
U  (V(g1,…,gs) I  V(I1)). В случае (a2,…,an) ∉ V(g1,…,gs) на основании 
теоремы 2 существует a1 ∈ C такое, что (a1, a2,…,an) ∈ V(I) = V. Значит, 
(a2,…,an) ∈ π1(V). Следовательно, V(I1) ⊂  π1(V) U  (V(g1,…,gs) I  V(I1)). 

Пусть теперь (a2,…,as) ∈ π1(V) U  (V(g1,…,gs) I  V(I1)). Если (a2,…,as) 
∈ π1(V), то из предложения 3 п. 2.1 заключаем, что (a2,…,as) ∈ V(I1). В 
случае (a2,…,as) ∈ V(g1,…,gs) I  V(I1), очевидно, (a2,…,as) ∈ V(I1), а по-
этому π1(V) U  (V(g1, …,gs) I  V(I1)) ⊂  V(I1). □ 
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ГЛАВА 3. СООТВЕТСТВИЯ МЕЖДУ АФФИННЫМИ 
МНОГООБРАЗИЯМИ И ИДЕАЛАМИ. 

3.1. ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕРТА О НУЛЯХ 

Теорема 1 (слабая теорема о нулях). Пусть поле k алгебраически 
замкнуто, и пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал, такой, что V(I) = Ø. Тогда I = 
k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Покажем, что 1 ∈ I. Если 1 ∈ I, то для любого f ∈ 
k[x1,…,xn]  f = f·1 ∈ I, т.е. в этом случае I = k[x1,…,xn]. Будем использо-
вать метод математической индукции. Индукцию будем проводить по 
числу переменных n. Если n = 1, то I = < f >. Здесь V(I) – множество кор-
ней полинома f(x1). Так как V(I) = Ø¸ то из алгебраической замкнутости 

поля k заключаем, что f – ненулевая константа. Тогда 
f
1  ∈ k, а поэтому 1 

= f·
f
1  ∈ I, т.е. для любого g ∈ k[x1]  g = g·1 ∈ I. Поэтому I = k[x1]. 

Пусть теорема справедлива для полиномиального кольца k[x2,…,xn] 
от n – 1 переменных. Возьмем любой идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn] 
такой, что V(I) = Ø. Можно считать, что f1 ≠ 0, причем f1 – не константа; в 
противном случае доказывать нечего. Пусть полная степень полинома f1 
равна N, где N > 1. Будем проводить замену переменных, приводящую 
полином f1 к удобному виду. Рассмотрим линейную замену 

x1 = 1
~x , x2 = 2

~x  + a2 1
~x ,…,xn = nx~  + an 1

~x ,                   (1) 

где константы ai ∈ k, i = n,2 , мы определим ниже. В новых координатах 
f1 имеет вид f1(x1,…,xn) = f1( 1

~x , 2
~x  + a2 1

~x ,…, nx~  + an 1
~x ) = c(a2,…,an) Nx1

~  + 
члены, в которых 1

~x  имеет степень, меньшую N. Покажем, что c(a2,…,an) 
– ненулевой полином от переменных a2,…,an. Пусть f1 = hN + hN – 1 + … + 
h0, где hi, i = n,0 , – однородные полиномы полной степени i, т.е. каждый 
моном в hi имеет степень i, причем hN ≠ 0 имеет вид hN = ∑

i

i
i xc  = 

∑
i

i
n

i
i

nxxc ...1
1 , где i1 + … + iN = N. В этом случае hN(x1,…,xn) = 

∑
i

i
i xc 1

1
~ 2)~~( 122

ixax +  … ni
nn xax )~~( 1+  = ∑

i

Ni
n

i
i xaac n

12
~...2  + члены, в кото-
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рых 1
~x  имеет степень, меньшую N. Таким образом, hN(x1,…,xn) = hN(1, 

a2,…,an) Nx1
~  + члены, в которых 1

~x  имеет степень, меньшую N. 
Покажем, что hN(1, a2,…,an) – ненулевой полином относительно 

a2,…,an. Если hN(1, a2,…,an) – нулевой полином, то для любого x1 ≠ 0 и 

для всех ai, i = n,2 , 








11

2 ,...,,1
x
a

x
ah n

N  = ∑ ++
i

ii

i
n

i

i n

n

x
aaс ...

1

2
2

2 ...  = ∑ −
i

iN

i
n

i

i x
aaс

n

1

2

1

2 ...  = 

∑
i

N

i
n

ii

i
x

aax
с

n

1

21 ...21

 = N
nN

x
aaxh

1

21 ),...,,(  = 0, что невозможно, ибо hN(x1, 

a2,…,an) – ненулевой полином. Таким образом, hN(1, a2,…,an) = c(a2,…,an) 
– ненулевой полином. Так как f1(x1,…,xn) = hN(1, a2,…,an) Nx1

~  + члены, в 

которых 1
~x  имеет степень, меньшую N, то f1(x1,…,xn) = c(a2,…,an) Nx1

~  + 
члены, в которых 1

~x  имеет степень, меньшую N, где c(a2,…,an) – ненуле-
вой полином. Покажем, что алгебраически замкнутое поле k бесконечно. 
Допустим, что k конечно, т.е. состоит из ci ∈ k, где i = m,1 . Рассмотрим 
полином f(x) = 1 + (x – c1)(x – c2)…(x – cm). Тогда f(ci) = 1 для любого i, i = 

m,1 , т.е. f(x) не имеет корней, что противоречит замкнутости поля k. 
Следовательно, алгебраически замкнутое поле k бесконечно. Отсюда 
следует, что существуют a2,…,an ∈ k такие, что c(a2,…,an) ≠ 0, ибо в про-
тивном случае полином c(a2,…,an) был бы нулевым. Выбрав a2,…,an так, 
что c(a2,…,an) ≠ 0, мы преобразуем каждый полином f ∈ k[x1,…,xn] в по-
лином f~ ∈ k[ 1

~x ,…, nx~ ]. Покажем, что I~  = { f~  : f ∈ I} является идеалом в 
k[ 1

~x ,…, nx~ ]. Действительно, 0 ∈ I~ , ибо 0 ∈ I и 0 переходит в 0; if
~

∈ I~ , i = 
s,1 , так как fi ∈ I. Если h~ ∈ I~ , то h(x1,…,xn) = h~ (x1, x2 – a2x1,…,xn – anx1) ∈ 

I. Отсюда h = ∑
=

s

k
kk fp

1
, а тогда h~  = ∑

=

s

k
kk fp

1

~~ , т.е. h~ ∈ < 1
~f ,…, sf~  >. Значит, 

I~ ⊂  < 1
~f ,…, sf~  >. С другой стороны, если h~ ∈ < 1

~f ,…, sf~  >, то h~  = 

∑
=

s

k
kk fp

1

~~ ∈ I~ , ибо h~  получаем из h = ∑
=

s

k
kk fp

1
∈ I. Таким образом, множе-

ство I~  = < 1
~f ,…, sf~  >, т.е. I~  является идеалом в k[ 1

~x ,…, nx~ ]. Заметим, 
что V( I~ ) = Ø, ибо если бы преобразованные уравнения имели решение 
( 1
~с ,…, nс~ ), то и исходные уравнения имели бы решение ( 1

~с , 2
~с  + 

а1 1
~с ,…, nс~  + an 1

~с ), что невозможно. 
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Покажем, что 1 ∈ I~ . Имеем )~,...,~(~
11 nxxf  = с(a2,…,an) Nx1

~  + члены, где 
1

~x  имеет степень, меньшую N, причем с(a2,…,an) ≠ 0. Пусть π1 : kn → kn – 1 
– проекция на последние n – 1 координат. Положим 1

~I  = I~ I  k[ 2
~x ,…, nx~ ]. 

Так как теорема о продолжении справедлива над любым алгебраически 
замкнутым полем, то в данном случае ввиду с(a2,…,an) ≠ 0 все частичные 
решения в kn – 1 можно продолжить до полных. Следовательно, на осно-
вании теоремы 3 п. 2.3 V( 1

~I ) = π1(V( I~ )) = π1(Ø) = Ø. Из индуктивного 
предположения заключаем, что 1I

~  = k[x2,…,xn]. Значит, 1 ∈ 1
~I . Отсюда 1 

∈ I~ , ибо 1
~I ⊂ I~ . □ 

В случае k = C слабую теорему о нулях можно назвать «основной 
теоремой алгебры для полиномов от нескольких переменных»: каждая 
система полиномов, которая порождает идеал, меньший чем C[x1,…,xn] 
имеет общий нуль в Cn. 

Система полиномиальных уравнений f1 = 0,…,fs = 0 не имеет реше-
ний тогда и только тогда, когда V(f1,…,fs) = Ø. По слабой теореме о нулях 
это выполняется в том и только в том случае, когда 1 ∈ < f1,…,fs >. Таким 
образом, для решения задачи совместности нужно уметь определять, 
принадлежит ли единица данному идеалу. 

Предложение 1. Для любого мономиального упорядочения {1} – это 
единственный редуцированный базис Грёбнера идеала < 1 >. 

Доказательство. Пусть {g1,…,gt} – базис Грёбнера идеала I = < 1 >. 
Тогда 1 ∈ < LT(I) > = < LT(g1),…,LT(gt) >. Следовательно, 1 делится на 
какой-то LT(gi), например, 1 делится на LT(g1). Значит, LT(g2),…,LT(gt) 
делятся на LT(g1), а поэтому g2,…,gt могут быть удалены из базиса. Так 
как LT(g1) – константа, то g1 – константа, так как любой непостоянный 
моном больше 1. Таким образом, g1 можно считать равным 1, т.е. реду-
цированный базис Грёбнера идеала < 1 > состоит из одного элемента 1. □ 

Итак, имеем следующий алгоритм проверки совместности: пусть 
даны полиномы f1,…,fs ∈ C[x1,…,xn]. Находим редуцированный базис 
Грёбнера идеала, порожденного этими полиномами по отношению к лю-
бому мономиальному упорядочению. Если этот базис есть {1}, то систе-
ма f1 = 0,…,fs = 0 не имеет решений; в противном случае эта система име-
ет решение в Cn. Этот алгоритм работает в случае любого алгебраически 
замкнутого поля. 

Теорема 2 (теорема Гильберта о нулях). Пусть k – алгебраически 
замкнутое поле. Если f, f1,…,fs ∈ k[x1,…,xn] такие, что f ∈ I(V(f1,…,fs)), 
то существует m ∈ N такое, что fm ∈ < f1,…,fs >. 
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Доказательство. Образуем идеал I~  = < f1,…,fs, 1 – yf > ⊂  k[x1,…,xn, 
y], где y – новая переменная. Покажем, что V( I~ ) = Ø. Возьмем любую 
точку (a1,…,an, an + 1) ∈ kn + 1. Тогда или (a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs), или 
(a1,…,an) ∉ V(f1,…,fs). Если (a1,…,an) ∈ V(f1,…,fs), то f(a1,…,an) = 0, так 
как f равна нулю на V(f1,…,fs). Тогда 1 – yf равен 1 в точке (a1,…,an, an+1), 
т.е. (a1,…,an, an + 1) ∉ V( I~ ). Если (a1,…,an) ∉ V(f1,…,fs), то существует i, 1 
≤ i ≤ s такое, что fi(a1,…,an) ≠ 0. Мы можем рассматривать, fi как функ-
цию от n + 1 переменной, которая не зависит от an + 1, т.е. fi(a1,…,an, an + 1) 
≠ 0. Следовательно, (a1,…,an, an + 1) ∉ V( I~ ). Отсюда V( I~ ) = Ø. Из слабой 
теоремы о нулях следует, что 1 ∈ I~ . Значит, существуют pi, q ∈ 
k[x1,…,xn, y], i = s,1  такие, что  

1 = ∑
=

s

i
ni yxxp

1
1 ),,...,( fi + q(x1,…,xn, y)(1 – yf).                 (2) 

Пусть ym – наибольшая из степеней y, входящих во все pi и q. Если 
умножим обе части равенства (2) на fm, то получим соотношение вида 

fm = ∑
=

s

i
ni yfxxp

1
1 ),,...,(~ fi + q~ (x1,…,xn,yf)(1 – yf),              (3) 

где ip~  = pifm, q~  = qfm – полиномы, записанные от переменных x1,…,xn, yf. 
Так как равенство (3) является тождественным относительно x1,…,xn, yf, 
то полагая в (3) yf = 1, имеем 

fm = ∑
=

s

i
ni xxp

1
1 )1,,...,(~ fi = ∑

=

s

i
ii fA

1
, 

где Ai = )1,,...,(~
1 ni xxp ∈ k[x1,…,xn]. □ 

Предложение 2. Пусть многообразие V ⊂  kn. Если fm ∈ I(V), то f ∈ 
I(V). 

Доказательство. Возьмем любую точку x ∈ V. Если fm ∈ I(V), то 
(f(x))m = 0, т.е. f(x) = 0. Значит, f ∈ I(V). 

Определение 1. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] называется радикальным, если 
из fm ∈ I для некоторого m ∈ N следует, что f ∈ I. 

Следствие 1. I(V) является радикальным идеалом. 
Доказательство вытекает из предложения 2.  
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Идеал I не является идеалом всех полиномов, равных нулю на V(I) 
только тогда, когда этот идеал содержит fm, где m ≥ 2, причем f ∉ I. 

Определение 2. Пусть ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Радикалом 
идеала I называется множество I  = {f : ∃ m ∈ N ⇒  fm ∈ I}. 

Предложение 3. Идеал I является радикальным тогда и только то-
гда, когда I = I . 

Доказательство. Пусть I – радикальный идеал. Возьмем любой по-
лином f ∈ I . Тогда существует m ∈ N такое, что fm ∈ I. Значит, f ∈ I. 
Следовательно, I ⊂  I. Если f ∈ I, то f1 ∈ I, т.е. f ∈ I . Отсюда I ⊂ I , а 
значит, I = I . Пусть теперь I = I . Если fm ∈ I, то f ∈ I , т.е. f ∈ I. От-
сюда следует, что I – радикальный идеал. □ 

Предложение 4. Если I – идеал в k[x1,…,xn], то I ⊃  I. Более того, 
I  – радикальный идеал. 
Доказательство. Если f ∈ I, то f = f1 ∈ I, т.е. f ∈ I . Значит, I ⊂ I . 

Покажем, что I  – идеал. Очевидно, 0 ∈ I . Пусть f, g ∈ I . Тогда су-
ществуют m, l ∈ N такие, что fm, gl ∈ I. Рассмотрим полином (f + g)m + l – 1. 
Имеем  

(f + g)m + l – 1 = ∑
−+

=

−+
−+

1

0

1-
1

lm

i

ilmii
lm gfC .                            (4) 

В (4) либо i ≥ m, либо m + l – i – 1 ≥ l, т.е. для любого i 1- −+ ilmi gf ∈ 
I. Следовательно, (f + g)m + l – 1 ∈ I, т.е. f + g ∈ I . Пусть теперь f ∈ I  и h 
∈ k[x1,…,xn]. Тогда существует m ∈ N такое, что fm ∈ I. Следовательно, 
fmhm = (fh)m ∈ I, а поэтому fh ∈ I . Значит, I  – идеал. Покажем, что I  
– радикальный идеал. Если g = fm ∈ I , то существует k ∈ N такое, что gk 
= (fm)k = fmk ∈ I. Отсюда на основании определения радикала заключаем, 
что f ∈ I , т.е. I  – радикальный идеал. □ 

Теорема 3 (сильная теорема о нулях). Пусть k – алгебраически 
замкнутое поле и I – идеал в k[x1,…,xn]. Тогда I(V(I)) = I . 

Доказательство. Пусть f ∈ I . Тогда существует m ∈ N такое, что fm 

∈ I. Следовательно, fm = 0 на V(I), а значит, и f = 0 на V(I). Поэтому f ∈ 
I(V(I)), т.е. I ⊂  I(V(I)). Предположим теперь, что f ∈ I(V(I)), где I = 
< f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда V(I) = V(f1,…,fs), т.е. f ∈ I(V(f1,…,fs)). Из 
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теоремы Гильберта о нулях заключаем, что существует m ∈ N такое, что 
fm ∈ I. Следовательно, f ∈ I , а значит, I(V(I)) ⊂ I . □ 

Теорему 3 обычно называют теоремой о нулях. 

3.2. СООТВЕТСТВИЕ ИДЕАЛ – МНОГООБРАЗИЕ 

Теорема 1 (соответствие идеал – многообразие). Пусть k – произ-
вольное поле. Тогда 

1) отображения 
аффинные многообразия →I  идеалы 
и 
идеалы →V  аффинные многообразия 

обращают включение, т.е. если I1 ⊂  I2 – идеалы, то V(I1) ⊃  V(I2), и ана-
логично, если V1 ⊂  V2 – многообразия, то I(V1) ⊃  I(V2). При этом равен-
ство V(I(V)) = V справедливо для любого V, т.е. отображение I взаимно 
однозначно. 

2) Если k алгебраически замкнуто, а идеалы являются радикальны-
ми, то отображения 

аффинные многообразия →I  радикальные идеалы 
и 
радикальные идеалы →V  аффинные многообразия 

являются взаимно обратными биекциями, которые обращают включе-
ние. 

Доказательство. 1) Пусть I1 ⊂  I2. Возьмем любой элемент a ∈ V(I2). 
Тогда для любого f ∈ I1 имеем f ∈ I2, а значит, f(a) = 0, т.е. a ∈ V(I1). Сле-
довательно, V(I2) ⊂  V(I1). Пусть теперь V1 ⊂  V2. Выберем любой элемент 
f ∈ I(V2). Тогда для любого a ∈ V1 имеем a ∈ V2, а поэтому f(a) = 0, т.е. f 
∈ I(V1). Таким образом, I(V2) ⊂  I(V1). Докажем, что V(I(V)) = V, где V = 
V(f1,…,fs) ⊂  kn. Возьмем любой элемент a ∈ V. Тогда для любого f ∈ I(V)  
f(a) = 0, т.е. f ∈ V(I(V)). Значит, V ⊂  V(I(V)). Из определения идеала I(V) 
следует, что f1,…,fs ∈ I(V). Следовательно, < f1,…,fs > ⊂  I(V). Так как 
V(< f1,…,fs >) = V, то V(I(V)) ⊂ V(< f1,…,fs >) = V, т.е. V(I(V)) = V. Ото-
бражение I – взаимно однозначное отображение, так как оно имеет левое 
обратное V. 

2) По следствию 1 из п. 3.1 I(V) является радикальным идеалом. 
Следовательно, мы можем рассматривать I как отображение множества 
многообразий в множество радикальных идеалов. Покажем, что I(V(I)) = 
I, если I – радикальный идеал. Действительно, по теореме 3 из п. 3.1 
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I(V(I)) = I . Так как I радикален, то I(V(I)) = I. Таким образом, отобра-
жения V и I взаимно обратны и определяют биекции между множеством 
радикальных идеалов и множеством аффинных многообразий. □ 

Предложение 1 (принадлежность радикальному идеалу). Пусть k 
– произвольное поле и I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. То-
гда f ∈ I  в том и только в том случае, когда 1 ∈ I~ , где I~  = < f1,…,fs,1 
– yf > ⊂  k[x1,…,xn,y], т.е. I~  = k[x1,…,xn,y]. 

Доказательство. Пусть 1 ∈ I~ . Тогда из доказательства теоремы 
Гильберта о нулях следует, что существует m такое, что fm ∈ I, т.е. f 
∈ I . Пусть теперь наоборот f ∈ I . Тогда существует m такое, что f m ∈ 
I ⊂ I~ . Так как 1 – yf ∈ I~ , то 1 = ymf m + (1 – ymf m) = ymf m + (1 – yf)(1 + yf + 
… + ym – 1f m – 1) ∈ I~ . □ 

Предложение 2. Пусть f ∈ k[x1,…,xn] и пусть I = < f > – главный 
идеал, порожденный полиномом f. Если f = ra

r
aa fff ...21

21  – представле-
ние f в виде произведения неприводимых полиномов, то I  = >< f  = 
< f1f2…fr >. 

Доказательство. Покажем, что f1f2…fr ∈ I . Пусть N > max(a1, 
a2,…,ar). Тогда (f1f2…fr)N = ffff raN

r
aNaN −−− ...21

21 ∈ I, т.е. f1f2…fr ∈ I . 
Следовательно, < f1f2…fr > ⊂ I . Пусть теперь g ∈ I . Тогда существует 
M ∈ N такое, что gM ∈ I, т.е. gM = hf, где h ∈ k[x1,…,xn]. Пусть g = 

sb
s

bb ggg ...21
21  – разложение полинома g в произведение различных не-

приводимых полиномов. Тогда gM = sMb
s

MbMb ggg ...21
21  = h ra

r
aa fff ...2

2
1

1 . 
Так как разложение на неприводимые множители единственно, то каж-
дый полином fi равен (с точностью до постоянного множителя) некото-
рому полиному gi. Следовательно, g делится на f1f2…fr, т.е. g ∈ 
< f1f2…fr >, а значит, I ⊂  < f1f2…fr >. □ 

Определение 1. Пусть f ∈ k[x1,…,xn]. Редукцией полинома f называ-
ется такой полином fred, что < fred > = >< f . Полином называется реду-
цированным (или свободным от квадратов), если f = fred. 

Определение 2. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда h ∈ k[x1,…,xn] называ-
ется наибольшим общим делителем полиномов f и g и обозначается h = 
GCD(f, g), если 

1) h делит и f, и g, 
2) если полином p делит f и g, то p делит h. 
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Предложение 3. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда GCD(f, g) существу-
ет и определяется единственным образом с точностью до постоянного 
множителя. 

Доказательство. Пусть f = ra
r

aa fff ...2
2

1
1 , g = tbbb

tggg ...21
21 , где fi, gj – 

различные неприводимые множители полиномов f, g. Возьмем произ-
вольный полином h, который делит и f, и g. Тогда h = kccc

khhh ...21
21 , где hp 

– различные неприводимые множители полинома h, определяемые един-
ственным образом, причем каждый hp, p = k,1 , должен встречаться как 
среди fi, так и среди gj, ибо в противном случае h не будет делить и f и g. 
Пусть hp среди f встречается αp раз, а среди g – βp раз. Тогда в h сp ≤ 
min(αp, βp). Следовательно, GCD(f, g) = kddd

khhh ...21
21 , где dp = min(αp, βp), 

p = k,1 . □ 

Предложение 4. Пусть поле k содержит поле рациональных чисел 
Q и пусть I = < f > – главный идеал в k[x1,…,xn]. Тогда I  = < fred >, где 

fred = 
),...,,,(

21 nx
f

x
f

x
ffGCD

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

. 

Доказательство. Будем записывать f как в предложении 2. Тогда I  
= < f1f2…fr >. Покажем, что  

),...,,,(
21 nx

f
x
f

x
ffGCD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 = 11
2

1
1 ...21 −−− ra

r
aa fff .                  (1) 

Имеем 
jx

f
∂
∂  = 11

2
1

1 ...21 −−− ra
r

aa fff (a1
jx

f
∂
∂ 1 f2…fr + … + arf1…fr – 1

j

r

x
f

∂
∂ ). Та-

ким образом, 11
2

1
1 ...21 −−− ra

r
aa fff  делит GCD. Покажем, что для любого i 

существует 
jx

f
∂
∂ , который не делится на ia

if . Запишем f = ia
if hi, где hi не 

делится на fi. Так как fi имеет положительную степень, то некоторая пе-

ременная xj встречается в fi. Тогда 
jx

f
∂
∂  = 1−ia

if  (ai
j

i

x
f

∂
∂ hi + fi

j

i

x
h

∂
∂ ). Если 

jx
f

∂
∂  делится на ia

if , то 
j

i

x
f

∂
∂ hi делится на fi. Так как fi неприводим, а hi не 



71  

делится на fi, то fi делит 
jx

f
∂
∂ . Полином 

jx
f

∂
∂  является ненулевым, ибо пе-

ременная xj встречается в fj, а поле k бесконечно. Так как при дифферен-
цировании по xj полная степень полинома fi уменьшится хотя бы на еди-

ницу, то fi не может делить 
jx

f
∂
∂ , а значит, ia

if  не может делить 
jx

f
∂
∂ . От-

сюда вытекает (1). □ 
Определение 3. Пусть I и J – идеалы в k[x1,…,xn]. Сумма I + J – это 

множество I + J = {f + g : f ∈ I, g ∈ J}. 
Предложение 5. Если I и J – идеалы в k[x1,…,xn], то I + J – также 

идеал в k[x1,…,xn], причем I + J – наименьший идеал, содержащий I и J. 
Если I = < f1,…,fr >, J = < g1,…,gs >, то I + J = < f1,…,fr,g1,…,gs >. 

Доказательство. Так как 0 ∈ I, 0 ∈ J, то 0 = 0 + 0 ∈ I + J. Пусть h1, h2 
∈ I + J. Тогда h1 = p1 + q1, h2 = p2 + q2, где p1, p2 ∈ I, q1, q2 ∈ J. По опреде-
лению идеала p1 + p2 ∈ I, q1 + q2 ∈ J. Значит, h1 + h2 = (p1 + q1) + (p2 + q2) = 
(p1 + p2) + (q1 + q2) ∈ I + J. Пусть h ∈ I + J, а l ∈ k[x1,…,xn] – приводимый 
полином. Тогда h = f + g, где f ∈ I, g ∈ J. Имеем lh = l(f + g) = lf + lg ∈ I + 
J, так как lf ∈ I, lg ∈ J. Таким образом, I + J – идеал. 

Пусть H – произвольный фиксированный идеал, содержащий I и J. 
Тогда H содержит все элементы f ∈ I и все элементы g ∈ J. Так как Н – 
идеал, то он содержит все суммы f + g, где f ∈ I, g ∈ J. Значит, I + J ⊂  H, 
т.е. I + J – наименьший идеал, содержащий I и J. Пусть I = < f1,…,fr >, J = 
< g1,…,gs >. Возьмем любой h ∈ I + J. Тогда h = f + g, где f ∈ I, g ∈ J. 

Значит, h = ∑
=

r

i
ii fa

1
 + ∑

=

s

j
jj gb

1
, где ai, bj ∈ k[x1,…,xn]. Следовательно, h ∈ 

< f1,…,fr, g1,…,gs >. Отсюда, I + J ⊂  < f1,…,fr, g1,…,gs >. Очевидно, 
< f1,…,fr, g1,…,gs > ⊂  I + J. Значит, I + J = < f1,…,fr, g1,…,gs >. □ 

Следствие 1. Пусть f1,…,fr ∈ k[x1,…,xn]. Тогда < f1,…,fr > = < f1 > + 
… + < fr >. 

Теорема 2. Пусть I, J – идеалы в k[x1,…,xn]. Тогда V(I + J) = V(I) I  
V(J). 

Доказательство. Пусть x ∈ V(I + J). Так как I ⊂  I + J, то V(I) ⊃  V(I + 
J), а значит, x ∈ V(I). Аналогично, x ∈ V(J), а значит, x ∈ V(I) I  V(J), 
т.е. V(I + J) ⊂  V(I) I  V(J). Пусть теперь x ∈ V(I) I  V(J). Тогда x ∈ V(I), 
x ∈ V(J). Тогда h = f + g, где f ∈ I, g ∈ J. Значит, f(x) = 0, g(x) = 0. Отсюда, 
h(x) = f(x) + g(x) = 0. Так как для любого h ∈ I + J h(x) = 0, то x ∈ V(I + 
J). Следовательно, V(I) I  V(J) ⊂  V(I + J). □ 
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Определение 4. Пусть I, J – идеалы в k[x1,…,xn]. Произведение IJ – 

это множество IJ = {h ∈ k[x1,…,xn] : ∃ m ∈ N такое, что h = ∑
=

m

i
ii gf

1
, где fi 

∈ I, gi ∈ I, i = m,1 }. 

Предложение 6. Если I, J – идеалы в k[x1,…,xn], то и IJ – идеал в 
k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Так как 0 ∈ I, 0 ∈ J, то 0 = 0·0 ∈ IJ. Если h1, h2 ∈ IJ, 

то h1 = ∑
=

1

1
,1,1

m

i
ii gf , h2 = ∑

=

2

1
,2,2

m

j
jj gf , где f1, i, f2, j ∈ I, g1, i, g2, j ∈ J. Значит, h1 + 

h2 ∈ IJ. Если h ∈ IJ, то h = ∑
=

m

i
ii gf

1
, где fi ∈ I, gi ∈ J. Тогда для любого p ∈ 

k[x1,…,xn]  ph = ∑
=

m

i
ii gpf

1
)( ∈ IJ, ибо pfi ∈ I, i = m,1 . □ 

Предложение 7. Пусть I = < f1,…,fr >, J = < g1,…,gs >, где fi, gi ∈ 
k[x1,…,xn]. Тогда идеал IJ порождается множеством всех произведений 
образующих идеалов I, J, т.е. IJ = < figj : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s >. 

Доказательство. Пусть h ∈ < figj : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s >. Тогда h = 

∑∑
= =

r

i

s

j
jiij gfc

1 1
, где cij ∈ k[x1,…,xn]. Значит, h ∈ IJ, т.е. < figj : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ 

s > ⊂  IJ. Пусть теперь h ∈ IJ. Тогда h = ∑
=

m

k
kk gf

1
, где fk ∈ I, gk ∈ J, k = 

m,1 . Имеем fk = ∑
=

r

i
iik ff

1
, , gk = ∑

=

s

j
jjk gg

1
, , где fk, i, gk, j ∈ k[x1,…,xn]. Следова-

тельно, h = ∑
=

m

k
kk gf

1
 = 














 ∑∑ ∑

== =

s

j
jjk

m

k

r

i
iik ggff

1
,

1 1
,  = ∑∑

= =

r

i

s

j
jiij gfc

1 1
, где cij ∈ 

k[x1,…,xn]. Отсюда, h ∈ < figj: 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s >, т.е. IJ ⊂  < figj : 1 ≤ i ≤ 
r, 1 ≤ j ≤ s >. □ 

Теорема 3. Пусть I, J – идеалы в k[x1,…,xn]. Тогда V(IJ) = V(I) U  
V(J). 

Доказательство. Пусть x ∈ V(IJ). Тогда для любых f ∈ I, g ∈ J fg ∈ 
IJ, а значит, f(x)g(x) = 0. Если для любого f ∈ I f(x) = 0, то x ∈ V(I). Если 
же существует f ∈ I c f(x) ≠ 0, то для любого g ∈ J g(x) = 0, т.е. x ∈ V(J). 
Итак, в обоих случаях x ∈ V(I) U  V(J). Значит, V(IJ) ⊂  V(I) U  V(J). 
Пусть теперь x ∈ V(I) U  V(J). Если x ∈ V(I), то для любого f ∈ I f(x) = 
0. В случае x ∈ V(J) для любого g ∈ J g(x) = 0. Значит, для любых f ∈ I, 
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g ∈ J f(x)g(x) = 0. Возьмем любой h ∈ IJ. Тогда h = ∑
=

m

k
kk gf

1
, где fi ∈ I, gj 

∈ J. Следовательно, для любого h ∈ IJ h(x) = ∑
=

m

i
ii xgxf

1
)()(  = 0, т.е. x ∈ 

V(IJ). Отсюда, V(I) U  V(J) ⊂  V(IJ). □ 

Определение 5. Пересечение I I  J двух идеалов I, J ⊂  k[x1,…,xn] – 
это множество полиномов, принадлежащих и I, и J. 

Предложение 8. Пусть I и J – идеалы в k[x1,…,xn]. Тогда I I  J – иде-
ал в k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Так как 0 ∈ I и 0 ∈ J, то 0 ∈ I I  J. Пусть f, g ∈ I I  
J. Тогда f + g ∈ I, так как f, g ∈ I. Аналогично, f + g ∈ J. Следовательно, f 
+ g ∈ I I  J. Пусть теперь f ∈ I I  J. Тогда для любого h ∈ k[x1,…,xn]  hf 
∈ I и hf ∈ J, так как f ∈ I и f ∈ J. Значит, hf ∈ I I  J. □ 

Заметим, что IJ ⊂  I I  J, так как элементы из IJ – это суммы произ-
ведений вида fg, где f ∈ I, g ∈ J. Так как f ∈ I, а g ∈ J, то fg ∈ I и fg ∈ J, 
т.е. fg ∈ I I  J. Следовательно, IJ ⊂  I I  J. Идеал IJ может строго содер-
жаться в I I  J. Пусть, например, I = J = < x, y >. Тогда IJ = < x2, xy, y2 > 
строго содержится в I I  J = I = < x, y >, так как x ∈ I I  J, но x ∉ IJ. 

Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал, а f(t) ∈ k[t] – полином от одной пере-
менной t. Тогда fI обозначает идеал в k[x1,…,xn, t], порожденный множе-
ством полиномов {fh : h ∈ I}. Заметим, что I ⊂  k[x1,…,xn] не является 
идеалом в k[x1,…,xn, t], так как он не замкнут относительно умножения на 
t. Когда мы хотим подчеркнуть, что f – полином только от t, мы пишем f 
= f(t). Подчеркивая, что полином h ∈ k[x1,…,xn] зависит только от пере-
менных x1,…,xn, мы пишем h = h(x). Рассматривая полином g ∈ k[x1,…,xn, 
t], зависящий как от x1,…,xn, так и от t, мы пишем g = g(x, t). В этих обо-
значениях fI = f(t)I = < f(t)h(x) : h(x) ∈ I >. 

Лемма 1. 1) Если I порожден как идеал кольца k[x1,…,xn] полинома-
ми p1(x),…,pr(x), то f(t)I порожден как идеал кольца k[x1,…,xn, t] полино-
мами f(t)p1(x),…,f(t)pr(x). 

2) Если g(x, t) ∈ f(t)I, а а – любой элемент из поля k, то g(x, a) ∈ I. 
Доказательство. Покажем, что любой полином g(x, t) ∈ f(t)I может 

быть представлен как сумма полиномов вида h(x,t)f(t)p(x), где h ∈ 
k[x1,…,xn, t], p ∈ I. Так как I порожден полиномами p1,…,pr, то p(x) = 

∑
=

r

i
ii xpxq

1
)()( . Следовательно, h(x, t)f(t)p(x) = ∑

=

r

i
ii xptfxqtxh

1
)()()(),( . Так 

как для любого i, 1 ≤ i ≤ r h(x, t)qi(x) ∈ k[x1,…,xn, t], то полином h(x, 
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t)f(t)p(x) ∈ < f(t)p1(x),…,f(t)pr(x) >. Поэтому g(x, t) ∈ < f(t)p1(x),…, 
f(t)pr(x) >. П. 1) доказан. Для любого a ∈ k g(x, a) ∈ < f(a)p1(x),…, 
f(a)pr(x) >, т.е. g(x, a) ∈ I. □ 

Теорема 4. Пусть I, J – идеалы из k[x1,…,xn]. Тогда I I  J = (tI + (1 – 
t)J) I  k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Пусть f ∈ I I  J. Тогда f ∈ I, а значит, tf ∈ tI. Анало-
гично, (1 – t)f ∈ (1 – t)J. Следовательно, f = tf + (1 – t)f ∈ tI + (1 – t)J. Так 
как I, J ⊂  k[x1,…,xn], то f ∈ (tI + (1 – t)J) I  k[x1,…,xn]. Значит, I I  J ⊂  (tI 
+ (1 – t)J) I  k[x1,…,xn]. Пусть теперь f ∈ (tI + (1 – t)J) I  k[x1,…,xn]. Тогда 
f(x) = g(x, t) + h(x, t), где g(x, t) ∈ tI и h(x, t) ∈ (1 – t)J. Положим t = 0. Так 
как любой полином в tI делится на t, то g(x, 0) = 0. Значит, f(x) = h(x, 0). 
По лемме 1 f(x) ∈ J. Положим теперь t = 1. Так как любой полином в (1 – 
t)J делится на 1 – t, то h(x, 1) = 0. Следовательно, f(x) = g(x, 1) и по лемме 
1 f(x) ∈ I. Отсюда следует, что f ∈ I I  J и (tI + (1 – t)J) I  k[x1,…,xn] ⊂  I 
I  J. □ 

Из теоремы 1 вытекает следующий алгоритм для вычисления пере-
сечения идеалов: если I = < f1,…,fs >, J = < g1,…,gs > – идеалы в k[x1,…,xn], 
то мы рассматриваем идеал < tf1,…,tfs, (1 – t)g1,…,(1 – t)gs > ⊂ k[x1,…,xn, t] 
и находим его базис Грёбнера по отношению к lex-упорядочению, в ко-
тором t больше любого xi. Тогда элементы этого базиса, не зависящие от 
t, образуют базис идеала I I  J (базис Грёбнера). 

Определение 6. Пересечение I
m

j
jI

1=
 идеалов I1,…,Im ⊂  k[x1,…,xn] – 

множество полиномов, принадлежащих всем Ij, j = m,1 . Заметим, что I = 

I
m

j
jI

1=
 – идеал в k[x1,…,xn]. 

Теорема 5. Пусть I1,…,Im – идеалы в k[x1,…,xn] и пусть J = < 1 – 

∑
=

m

j
jt

1
 > + ∑

=

m

j
jj It

1
 – идеал в k[x1,…,xn, t1,…,tm]. Тогда I

m

j
jI

1=
 = J I  k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Пусть Ij = < 1,if ,…,
jkjf ,  > ⊂  k[x1,…,xn], j = m,1 . То-

гда tjIj = < tj 1,if ,…,tj jkjf ,  >, j = m,1 . Возьмем любой f ∈ J I  k[x1,…,xn]. 

Тогда f ∈ J, а поэтому f = h(1 – ∑
=

m

j
jt

1
) + ∑∑

= =

m

j

k

s
sjjsj

j

fth
1 1

,, , где h, hj, s ∈ 

k[x1,…,xn, t1,…,tm]. Пусть 1 ≤ l ≤ m. Полагая tl = 1 и tj = 0 для любых j ≠ l, 
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полином f представляем в виде f = ∑
=

lk

s
lsls fh

1

~ , где lsh~ ∈ k[x1,…,xn]. Таким 

образом, для любого l, где 1 ≤ l ≤ m,  f ∈ Il, т.е. f ∈ I
m

j
jI

1=
. Значит, J I  

k[x1,…,xn] ⊂ I
m

j
jI

1=
. Пусть теперь f ∈ I

m

j
jI

1=
. Тогда f ∈ Ij, а значит, f = 

∑
=

jk

s
jsjs fh

1
, где hjs ∈ k[x1,…,xn], j = m,1 . Отсюда, f = f(1 – ∑

=

m

j
jt

1
) + 

∑∑
= =

m

j

k

s
sjjsj

j

fth
1 1

,, , т.е. f ∈ J I  k[x1,…,xn]. □ 

Определение 7. Полином h ∈ k[x1,…,xn] называется наименьшим 
общим кратным полиномов f, g ∈ k[x1,…,xn] (обозначение h = LCM(f, g)), 
если 

1) f делит h и g делит h, 
2) для любого полинома p ∈ k[x1,…,xn], который делится и на f, и на 

g, h делит p. 
Предложение 9. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда LCM(f, g) существу-

ет и определяется с точностью до постоянного множителя. 
Доказательство. Пусть f = sa

s
aa fff ...21

21 , g = tb
t

bb ggg ...21
21  – разложе-

ния полиномов f и g в произведение различных неприводимых полино-
мов. Возьмем произвольный полином h, который делится и на f, и на g. 
Тогда h = kc

k
cc hhh ...21

21 , где hp – различные неприводимые множители по-
линома h, определяемые единственным образом. Каждый hp должен 
встречаться или среди fi, i = s,1 , или среди gj, j = t,1 , ибо в противном 
случае h не будет делиться и на f, и на g. Пусть hp среди f встречается αp 
раз, а среди g – βp раз. Тогда в h cp ≥ max(αp, βp). Следовательно, LCM(f, 
g) = kd

k
dd hhh ...21

21 , где dp = max(αp, βp), p = k,1 . □ 

Предложение 10. Пересечение I I  J двух главных идеалов I, J ⊂  
k[x1,…,xn] является главным идеалом. Если I = < f > и J = < g >, то I I  J 
= < h >, где h = LCM(f, g). 

Доказательство. Пусть p ∈ I I  J. Тогда p ∈ I, p ∈ J, а значит, суще-
ствуют a1, a2 ∈ k[x1,…,xn] такие, что p = a1f, p = a2g, т.е. p делится и на f, и 
на g. Следовательно, h делит p, а значит, p ∈ < LCM(f, g) >. Пусть теперь 
p ∈ < LCM(f, g) >. Тогда существует c ∈ k[x1,…,xn] такое, что p = ch, где 
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h = LCM(f, g). Отсюда следует, что p делится и на f, и на g, т.е. p ∈ I, p ∈ 
J, а тогда p ∈ I I  J. □ 

Предложение 11. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда LCM(f, g)GCD(f, g) 
= fg. 

Доказательство следует из выражений GCD(f, g) и LCM(f, g) через 
неприводимые множители полиномов f и g и единственности разложения 
на неприводимые множители. □ 

Из предложения 11 следует, что GCD(f, g) = 
),LCM( gf

fg . 

Заметим, что < LCM(f, g) > = < f > I  < g >. 

Теорема 6. Пусть идеалы I, J ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда V(I I  J) = V(I) U  
V(J). 

Доказательство. Пусть x ∈ V(I) U  V(J). Тогда x ∈ V(I) или x ∈ V(J), 
т.е. или f(x) = 0 для любого f ∈ I или f(x) = 0 для любого f ∈ J. В этом 
случае для любого f ∈ I I  J f(x) = 0. Следовательно, x ∈ V(I I  J), а зна-
чит, V(I) U  V(J) ⊂  V(I I  J). Так как IJ ⊂  I I  J, то V(I I  J) ⊂  V(IJ). Из 
V(IJ) = V(I) U  V(J) имеем V(I I  J) ⊂  V(I) U  V(J). □ 

Таким образом, пересечению двух идеалов соответствует то же мно-
гообразие, что и их произведению. Хотя пересечение идеалов находится 
труднее их произведения, интерес к пересечениям объясняется тем, что 
пересечение радикальных идеалов – радикальный идеал. Произведение 
же радикальных идеалов может и не быть радикальным идеалом. 

Предложение 12. Пусть I, J – произвольные идеалы в k[x1,…,xn]. То-
гда JI I  = JI I . 

Доказательство. Пусть f ∈ JI I . Тогда существует число m ∈ N 
такое, что f m ∈ I I  J. Следовательно, f m ∈ I и f m ∈ J, т.е. f ∈ I , f ∈ J , 
а тогда f ∈ JI I . Отсюда JI I ⊂ JI I . Пусть теперь f 
∈ JI I . Тогда существуют числа m, p ∈ N такие, что f m ∈ I и f p ∈ J. 
Отсюда f mf p = f m + p∈I I  J, т.е. f ∈ JI I . □ 

3.3. ЗАМЫКАНИЕ ЗАРИССКОГО И ЧАСТНЫЕ ИДЕАЛОВ 

Предложение 1. Пусть S ⊂  kn – произвольное множество. Тогда 
множество I(S) = {f ∈ k[x1,…,xn] : ∀  a ∈ S f(a) = 0} – радикальный иде-
ал. 
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Доказательство. Очевидно, что 0 ∈ I(S). Пусть f, g ∈I(S). Тогда для 
любого элемента a ∈ S  (f + g)(a) = f(a) + g(a) = 0, т.е. f + g ∈ I(S). Если f 
∈ I(S), то для любого h ∈ k[x1,…,xn]   (hf)(a) = h(a)f(a) = 0 для любого a 
∈ S, т.е. hf ∈ I(S). Таким образом, I(S) – идеал. Если f m ∈ I(S), то для лю-
бого a ∈ S  (f(a))m = 0. Отсюда для любого a ∈ S f(a) = 0, т.е. f ∈ I(S), а 
значит, I(S) – радикальный идеал. □ 

Предложение 2. Пусть S ⊂  kn. Тогда V(I(S)) – наименьшее многооб-
разие, содержащее S, т.е. если многообразие W ⊃  S, где W ⊂  kn, то 
V(I(S)) ⊂  W. 

Доказательство. Пусть многообразие W ⊃  S. Тогда I(W) ⊂  I(S), т.к. 
I обращает включение. Следовательно, V(I(W)) ⊃  V(I(S)), а тогда W ⊃  
V(I(S)), ибо V(I(W)) = W. □ 

Определение 1. Замыканием Зарисского подмножества аффинного 
пространства называется наименьшее аффинное алгебраическое много-
образие, содержащее это подмножество. 

Если S ⊂  kn, то замыкание Зарисского множества S обозначается че-
рез S . При этом S  = V(I(S)). 

Теорема 1. Пусть поле k алгебраически замкнуто, V = V(f1,…,fs) ⊂  
kn, πl : kn → kn – l – проекция на последние n – l компонент. Если Il есть l-й 
исключающий идеал, т.е. Il = < f1,…,fs > I  k[xl + 1,…,xn], то V(Il) – замы-
кание Зарисского множества πl(V). 

Доказательство. Имеем πl(V) ⊂  V(Il) (предложение 3 из п. 3.1). На 
основании предложения 2 V(Il) ⊃  V(I(πl(V))). Пусть теперь f ∈ I(πl(V)). 
Тогда для любого набора (al + 1,…,an) ∈ πl(V)  f(al + 1,…,an) = 0. Считая f 
∈ k[x1,…,xn], имеем для любого (a1,…,an) ∈ V f(a1,…,an) = 0. По теореме 
Гильберта о нулях существует N ∈ N такое, что f N ∈ < f1,…,fs >. Так как f 
не зависит от переменных x1,…,xl, то и f N также не зависит от этих пере-
менных, т.е. f N ∈ < f1,…,fs > I  k[xl + 1,…,xn] = Il. Отсюда f∈ lI . Следова-

тельно, I(πl(V)) ⊂ lI , а значит, V( lI ) = V(Il) ⊂  V(I(πl(V))). □ 

Предложение 3. Пусть V, W – многообразия в kn и V ⊂  W. Тогда W 
= V U VW − . 

Доказательство. Так как W – V ⊂  W, а W – многообразие, то 
VW − ⊂  W. Значит, V U VW − ⊂  W. С другой стороны, из V ⊂  W следу-

ет, что W = V + (W – V). Так как W – V ⊂ VW − , то W ⊂  V U VW − . □ 
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Определение 2. Пусть идеалы I, J ⊂  k[x1,…,xn]. Обозначим через 
I : J множество {f ∈ k[x1,…,xn] : fg ∈ I ∀  g ∈ J}. Множество I : J называ-
ется частным идеалов I и J. 

Таким образом, I : J = {f ∈ k[x1,…,xn] : fg ∈ I ∀  g ∈ J}.  
Предложение 4. Пусть идеалы I, J ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда I : J – идеал в 

k[x1,…,xn], причем I ⊂  I : J. 
Доказательство. Пусть f ∈ I. Тогда для любого g ∈ k[x1,…,xn]  fg ∈ 

I, а значит, для любого g ∈ J fg ∈ I, т.е. f ∈ I : J. Следовательно, I ⊂  I:J. 
Докажем, что I : J – идеал. Так как 0 ∈ I, то 0 ∈ I : J. Пусть f1, f2 ∈ I : J. 
Тогда для любого g ∈ J f1g, f2g ∈ I, а значит, f1g + f2g = (f1 + f2)g ∈ I, т.е. 
f1 + f2 ∈ I : J. Если f ∈ I : J, а h ∈ k[x1,…,xn], то для любого g ∈ J fg ∈ I и 
hfg ∈ I. Следовательно, hf ∈ I : J. □ 

Теорема 2. Пусть идеалы I, J ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда V(I : J) ⊃  
)()( JI VV − . Если k – алгебраически замкнутое поле и I – радикальный 

идеал, то V(I : J) = )()( JI VV − . 
Доказательство. Покажем, что I : J ⊂  I(V(I) – V(J)). Пусть f ∈ I : J и 

x ∈ V(I) – V(J). Тогда для любого g ∈ J fg ∈ I. Так как x ∈ V(I), то 
f(x)g(x) = 0 для любого g ∈ J. Поскольку x ∉ V(J), то существует элемент 
g ∈ J такой, что g(x) ≠ 0. Значит, для любого x ∈ V(I) – V(J)  f(x) = 0. 
Следовательно, f ∈ I(V(I) – V(J)), т.е. I : J ⊂  I(V(I) – V(J)). Отсюда 
V(I : J) ⊃  V(I(V(I) – V(J))) = )()( JI VV − . Первая часть теоремы доказа-
на. Пусть теперь k алгебраически замкнуто и I = I . Пусть x ∈ V(I : J). 
Тогда, если для любого g ∈ J hg ∈ I, то h ∈ I : J, т.е. h(x) = 0. Пусть те-
перь h ∈ I(V(I) – V(J)). Тогда h обращается в 0 на V(I) – V(J). Для любого 
g ∈ J hg обращается в 0 на V(I) – V(J) и на V(J), т.е. hg обращается в 0 
на V(I). По теореме Гильберта о нулях hg ∈ I , а значит, hg ∈ I для лю-
бого g ∈ J. Следовательно, h ∈ I : J и h(x) = 0. Так как для любого h ∈ 
I(V(I) – V(J))  h(x) = 0, то x ∈ V(I(V(I) – V(J))) = )()( JI VV − . Отсюда 
V(I : J) ⊂ )()( JI VV − . □ 

Следствие 1. Пусть V, W – многообразия в kn. Тогда I(V) : I(W) = I(V 
– W). 

Доказательство. Из доказательства теоремы 2 I : J ⊂  I(V(I) – V(J)). 
Положим I = I(V), J = I(W). Тогда I(V) : I(W) ⊂  I(V(I(V)) – V(I(W))) = I(V 
– W). Пусть теперь f ∈ I(V – W). Тогда для любого x ∈ V – W f(x) = 0. 
Для любого g ∈ I(W)  fg ∈ I(V), так fg обращается в 0 на V – W и на W, а 
значит, и на V. Из определения частного идеалов следует, что f ∈ 
I(V) : I(W), т.е. I(V – W) ⊂  I(V):I(W). □ 
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Предложение 5. Пусть идеалы I, J, K ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда 
1) I : K[x1,…,xn] = I; 
2) IJ ⊂  K тогда и только тогда, когда I ⊂  K : J; 
3) J ⊂  I тогда и только тогда, когда I : J = k[x1,…,xn]. 
Доказательство. 1) Пусть f ∈ I. Тогда для любого g ∈ k[x1,…,xn]  fg 

∈ I, т.е. f ∈ I : k[x1,…,xn], а значит, I ⊂  I : k[x1,…,xn]. Если f ∈ 
I : k[x1,…,xn], то для любого g ∈ k[x1,…,xn] и, в частности, для g = 1 f·1 = 
f ∈ I. Отсюда I : k[x1,…,xn] ⊂  I. 

2) Пусть IJ ⊂  K. Возьмем f ∈ I. Тогда для любого g ∈ J fg ∈ IJ, а 
значит, fg ∈ K. Следовательно, fg ∈ K : J, т.е. I ⊂  K : J. Пусть теперь I ⊂  
K : J. Выберем h ∈ IJ. На основании определения произведения идеалов 

h = ∑
=

m

i
ii gf

1
, где fi ∈ I, gi ∈ J, i = m,1 . Так как I ⊂  K : J, то fi ∈ K : J, а зна-

чит, figi ∈ K. Отсюда h ∈ K, т.е. IJ ⊂  K. 
3) Пусть J ⊂  I. Тогда для любого f ∈ k[x1,…,xn] и для любого g ∈ J 

fg ∈ J, а значит, fg ∈ I. Отсюда f ∈ I : J = k[x1,…,xn]. Пусть теперь I : J = 
k[x1,…,xn]. Тогда для любого f ∈ k[x1,…,xn] и для любого g ∈ J fg ∈ I. В 
частности, для f = 1 1·g = g ∈ I. Следовательно, J ⊂  I. □ 

Предложение 6. Пусть I, Ii, J, Ji, и K – идеалы в k[x1,…,xn], где 1 ≤ i ≤ 
r. Тогда 










=
I
r

i
iI

1
 : J = ( )I

r

i
i JI

1
:

=
                                       (1) 

I : 





∑

=

r

i
iJ

1
 = ( )I

r

i
iJI

1
:

=
                                        (2) 

(I : J) : K = I : JK                                         (3) 

Доказательство. Докажем (1). Пусть f ∈ 








=
I
r

i
iI

1
:J. Тогда для любого 

g ∈ J fg ∈ I
r

i
iI

1=
, т.е. fg ∈ Ii, где 1 ≤ i ≤ r. Отсюда f ∈ Ii : J, т.е. f 

∈ ( )I
r

i
i JI

1
:

=
. Пусть теперь f ∈ ( )I

r

i
i JI

1
:

=
. Тогда f ∈ Ii  : J, где 1 ≤ i ≤ r. Для 
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любого g ∈ J fg ∈ Ii, i = r,1 , т.е. fg ∈ I
r

i
iI

1=
. Следовательно, f ∈ 









=
I
r

i
iI

1
 : J. 

Формула (1) доказана. 

Докажем (2). Пусть f ∈ I : 







∑
=

r

i
iJ

1
. Тогда для любого g ∈ ∑

=

r

1i
iJ  fg ∈ 

I. Отсюда для любого g ∈ Ji, где 1 ≤ i ≤ r,  fg ∈ I, т.е. f ∈ I : Ji. Следова-

тельно, f ∈ ( )I
r

i
iJI

1
:

=
, а значит, I : 








∑
=

r

i
iJ

1
⊂ ( )I

r

i
iJI

1
:

=
. Пусть далее f 

∈ ( )I
r

i
iJI

1
:

=
. Тогда для 1 ≤ i ≤ r f ∈ I : Ji, т.е. для любых gi ∈ Ji, i = r,1 , 

fgi ∈ I. Отсюда для любого g = ∑
=

r

i
ig

1

∈ ∑
=

r

i
iJ

1

 fg ∈ I, т.е. f ∈ I : 







∑
=

r

i
iJ

1
. 

Итак, формула (2) справедлива. 
Докажем (3). Пусть f ∈ (I : J) : K. Тогда для любого h ∈ K fh ∈ I : J. 

Отсюда для любого g ∈ J fhg ∈ I. Таким образом, для любого h ∈ K и 
любого g ∈ J fhg ∈ I. Возьмем любой элемент p ∈ JK. Тогда p = 

∑
=

n

i
ii gh

1
, где hi ∈ K, gi ∈ J. Так как для 1 ≤ i ≤ n fhigi ∈ I, то fp = ∑

=

n

i
ii gfh

1
∈ 

I. Следовательно, f ∈ I : JK, т.е. (I : J) : K ⊂  I : JK. Пусть теперь f ∈ I : JK. 
Тогда для любого p ∈ JK fp ∈ I. Следовательно, для любого h ∈ K и 
любого g ∈ J fhg ∈ I. Отсюда для любого h ∈ K fh ∈ I : J, т.е. f ∈ 
(I : J) : K. □ 

Если f – полином, а I – идеал, то будем писать I : f вместо I : < f >. 

Следствие 2. I : < f1,…,fr > = I
r

i
ifI

1

:
=

. 

Теорема 3. Пусть идеал I ⊂  k[x1,…,xn] и g ∈ k[x1,…,xn]. Если I I  

< g > = < h1,…,hp >, где hi ∈ k[x1,…,xn], то I : g = < 
g
h1 ,…,

g
hp  >. 

Доказательство. Возьмем любой элемент a ∈ < g >. Тогда существу-
ет b ∈ k[x1,…,xn] такой, что a = bg. Так как I I  < g > = < h1,…,hp >, то hi ∈ 

< g >, а поэтому g делит все hi, где 1 ≤ i ≤ p. Поэтому 
g
hi  – полиномы. 

Пусть f ∈ < 
g
h1 ,…,

g
hp  >. Тогда для любого a ∈ < g > af = bgf = 
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bg(∑
=

p

i

ii

g
hc

1
) = b∑

=

p

i
iihc

1
∈ < h1,…,hp > = I I  < g > ⊂  I. Следовательно, f ∈ 

I : g. Пусть теперь f ∈ I : g. Тогда fg ∈ I. Так как fg ∈ < g >, то fg ∈ I I  

< g >. Следовательно, fg = ∑
=

p

i
iihc

1
, где ci ∈ k[x1,…,xn]. Отсюда f = ∑

=

p

i

ii

g
hc

1
, 

т.е. f ∈ < 
g
h1 ,…,

g
hp  >. □ 

Эта теорема позволяет построить алгоритм для вычисления базиса 
частного идеалов. Пусть I = < f1,…,fr > и J = < g1,…,gs > = < g1 > + … + 
< gs >. Для нахождения базиса идеала I : J сначала строим базис каждого 
идеала I : gi, где 1 ≤ i ≤ s. Для этого находим базис Грёбнера идеала < tf1, 
tf2,…,tfr, (1 – t)gi > по отношению к lex-упорядочению, где t больше всех 
xj, и исключаем все элементы базиса, зависящие от t. Далее с помощью 
алгоритма деления делим каждый элемент построенного базиса на gi и в 
результате получаем базис идеала I : gi. Затем находим базис идеала I : J, 
вычисляя сначала базис идеала I : < g1, g2 > = (I : g1) I  (I : g2), затем базис 
идеала I : < g1, g2, g3 > = (I : < g1, g2 >) I  (I : g3) и т.д., и наконец базис 
идеала I : J = (I : < g1,…,gs – 1 >) I  (I : gs). 

3.4. НЕПРИВОДИМЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И ПРОСТЫЕ 
ИДЕАЛЫ 

Определение 1. Аффинное многообразие V ⊂  kn называется непри-
водимым, если оно может быть представлено в виде V = V1 U  V2, где V1 и 
V2 – аффинные многообразия, в том и только в том случае, когда или V1 = 
V, или V2 = V. 

Определение 2. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] называется простым, если для 
любых f, g ∈ k[x1,…,xn] из fg ∈ I следует, что или f ∈ I, или g ∈ I. 

Теорема 1. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Тогда оно не-
приводимо тогда и только тогда, когда идеал I(V) является простым. 

Доказательство. Пусть V – неприводимо и fg ∈ I(V). Положим V1 = V 
I  V(f), V2 = V I  V(g). V1, V2 являются аффинными многообразиями. По-
кажем, что V = V1 U  V2. Имеем V = V(f1,…,fs), где fi ∈ k[x1,…,xn], i = s,1 . 
Тогда V1 = V(f1,…,fs, f), V2 = V(f1,…,fs, g). Если (a1,…,an) ∈ V, то fi(a1,…,an) 
= 0, i = s,1 . Так как fg ∈ I(V), то f(a1,…,an)g(a1,…,an) = 0. В случае 
f(a1,…,an) = 0 (a1,…,an) ∈ V1, в случае же g(a1,…,an) = 0 (a1,…,an) ∈ V2, т.е. 
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в любом случае (a1,…,an) ∈ V1 U  V2, а поэтому V ⊂  V1 U  V2. Если 
(a1,…,an) ∈ V1 U  V2, то f(a1,…,an)g(a1,…,an) = 0, fi(a1,…,an) = 0, i = s,1 . 
Следовательно, (a1,…,an) ∈ V и V1 U  V2 = V. Так как V неприводимо, то 
V1 = V или V2 = V. Пусть V = V1 = V I  V(f). Тогда на V f равен нулю, т.е. f 
∈ I(V) и идеал I(V) является простым. 

Пусть теперь идеал I(V) прост, а V = V1 U  V2. Предположим, что V1 ≠ 
V. Покажем, что I(V) = I(V2). Так как V2 ⊂  V, то I(V) ⊂  I(V2). Имеем I(V) 

≠
⊂  I(V1), ибо V1 

≠
⊂  V. Следовательно, существует f ∈ I(V1) – I(V). Пусть 

произвольный элемент g ∈ I(V2). Так как V = V1 U  V2, то fg = 0 на V, а 
значит, fg ∈ I(V). Следовательно, или f ∈ I(V), или g ∈ I(V). Так как f ∉ 
I(V), то g ∈ I(V). Отсюда следует, что I(V) = I(V2). Тогда ввиду инъектив-
ности I имеем V = V2, т.е. V неприводимо. □ 

Предложение 1. Простой идеал I ⊂  k[x1,…,xn] является радикаль-
ным. 

Доказательство. Пусть f m ∈ I. Покажем, что f ∈ I. Если f ∉ I, то f·f m–1 

∈ I, а значит, f m – 1 ∈ I. Далее заключаем, что f m – 2 ∈ I,…,f 2 ∈ I, т.е. f ∈ I. 
□ 

Следствие 1. Пусть поле k алгебраически замкнуто. Тогда ото-
бражения I и V задают взаимно однозначное соответствие между не-
приводимыми многообразиями в kn и простыми идеалами в k[x1,…,xn]. 

Предложение 2. Пусть полином f ∈ C[x1,…,xn] неприводим. Тогда 
многообразие V(f) неприводимо. 

Доказательство. Покажем, что идеал I(V(f)) = < f > прост. Действи-
тельно, если f1f2 ∈ < f >, то f1f2 = fh¸ где h ∈ C[x1,…,xn]. На основании 
теоремы 1 из п. 2.2 f делит f1 или f2, т.е. f1 ∈ < f > или f2 ∈ < f >. □ 

В случае задания многообразия V параметрическими уравнениями в 
задаче неявного представления требуется найти уравнения, определяю-
щие замыкание Зарисского параметризованного множества. Рассмотре-
ние задачи неявного представления начнем со случая полиномиальной 
параметризации 

x1 = f1(t1,…,tm), 

………………..                                                 (1) 

xn = fn(t1,…,tm), 
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где fi ∈ k[x1,…,xn], i = n,1 . Система (1) описывает функцию F : km → kn, 
определяемую формулой F(t1,…,tm) = (f1(t1,…,tm),…,fn(t1,…,tm)). В этом 
случае F(km) ⊂  kn – подмножество в kn, которое параметризовано уравне-
ниями (1). Множество F(km) может не быть аффинным многообразием, 
однако )( mkF  – аффинное многообразие. Образуем идеал I = < x1 – 
f1,…,xn – fn > ⊂  k[t1,…,tm, x1,…,xn]. Точки многообразия V(I) имеют коор-
динаты (t1,…,tm, f1(t1,…,tm),…,fn(t1,…,tm)), т.е. V(I) можно рассматривать 
как график функции F. Рассмотрим две функции i : km → kn+m, πm : kn + m → 
kn, определенные следующим образом: 

i(t1,…,tm) = (t1,…,tm, f1(t1,…,tm),…,fn(t1,…,tm)), 

πm(t1,…,tm, x1,…,xn) = (x1,…,xn). 

Эти функции задают следующую диаграмму множеств и отображе-
ний: 

 

 
 

Заметим, что F = πm ◦ i, i(km) = V(I). Таким образом, F(km) = πm(i(km)) = 
πm(V(I)), т.е. параметризованное множество – проекция графика пара-
метризации. 

Теорема 2 (полиномиальное неявное представление). Пусть k – 
бесконечное поле и F : km → kn – функция, определенная полиномиальной 
параметризацией (1). Пусть Im = I I  k[x1,…,xn] – m-й исключающий иде-
ал для I = < x1 – f1,…,xn – fn > ⊂  k[t1,…,tm, x1,…,xn]. Тогда V(Im) = )k(F m . 

Доказательство. Рассмотрим многообразие V = V(I) ⊂  kn + m, тогда V 
– график функции F : km → kn. Пусть сначала k = C. Так как C – алгеб-
раически замкнутое поле, а F(Cm) = πm(V), то из теоремы 1 п. 3.3 заклю-

чаем, что )( mkF  = )(р Vm  = V(Im). Итак, в случае k = C теорема доказана. 
Пусть теперь k – подполе в C, т.е. k ⊂  C и операции в k такие же как 

в C. Такое поле k ⊃  Q, ибо 1 ∈ k, а тогда Z, Q ⊂  k. Следовательно, k – 
бесконечное поле. Будем далее заменять k на C, а затем возвращаться в k. 

km kn F 

kn + m 

i πm (2) 
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Индекс k или C будет указывать, с каким полем мы работаем. Таким об-
разом, Vk(Im) – многообразие в kn, а VC(Im) – большее множество решений 
в Cn. Заметим, что переход к большему полю не меняет исключающего 
идеала Im, так как на алгоритм, вычисляющий Im, не влияет переход от k к 

C. Покажем, что Vk(Im) = )( mkF . Имеем F(km) = πm(Vk) ⊂  Vk(Im). Рассмот-
рим произвольное многообразие Zk = Vk(g1,…,gs) ⊂  kn такое, что Zk ⊃  
F(km). По определению многообразия Zk полиномы gi обращаются в нуль 
на Zk, а тогда они равны нулю и на меньшем множестве F(km). Следова-
тельно, gi ◦ F равны нулю на всем km. Так как gi ∈ k[x1,…,xn], а fi ∈ 
k[t1,…,tm], то gi ◦ F ∈ k[t1,…,tm]. Таким образом, gi ◦ F – полиномы, тожде-
ственно равные нулю на km. Так как поле k бесконечно, то полиномы gi ◦ 
F – нулевые. Это означает, что gi ◦ F обращаются в нуль на Сm, а значит, 
gi равны нулю на F(Cm). Следовательно, ZC = VC(g1,…,gs) ⊂  Cn – много-
образие, содержащее F(Cm). Так как VC(Im) ⊂  ZC, то (VC(Im) I  kn) ⊂  (ZC 

I  kn), т.е. Vk(Im) ⊂  Zk. Значит, Vk(Im) = )k(F m . 
Пусть теперь поле k не содержится в C. Тогда существует алгебраи-

чески замкнутое поле K такое, что k ⊂  K. Теперь осталось заменить в 
наших рассуждениях C на K. □ 

Теорема 2 дает следующий алгоритм построения неявного пред-
ставления для полиномиальной параметризации: пусть даны параметри-
ческие уравнения (1). Рассмотрим идеал I = < x1 – f1,…,xn – fn > и найдем 
его базис Грёбнера по отношению к lex-упорядочению, где каждое ti 
больше любого xj. По теореме об исключении элементы базиса, не зави-
сящие от t1,…,tm, образуют базис Грёбнера идеала Im, и по теореме 2 они 
определяют замыкание Зарисского в kn, содержащее параметризованное 
множество. 

Теорема 3. Пусть поле k бесконечно, а многообразие V ⊂  kn задано 
параметрически уравнениями (1), где fi ∈ k[t1,…,tm], i = n,1 . Тогда V не-
приводимо. 

Доказательство. Пусть F : km → kn – отображение, заданное форму-

лой F(t1,…,tm) = (f1(t1,…,tm),…,fn(t1,…,tm)). Тогда V = )( mkF , I(V) = 
I(F(km)). Для любого g ∈ k[x1,…,xn] функция g ◦ F ∈ k[t1,…,tm]. При этом 
g ◦ F = g(f1(t1,…,tm),…,fn(t1,…,tm)). Так как поле k бесконечно, то I(V) = 
I(F(km)) – множество полиномов в k[x1,…,xn], композиция которых с F 
является нулевым полиномом в k[t1,…,tm], т.е. I(V) = {g ∈ k[x1,…,xn] : g ◦ 
F = 0}. Пусть теперь gh ∈ I(V). Тогда (gh) ◦ F = (g ◦ F)(h ◦ F) = 0. Следо-
вательно, либо g ◦ F = 0, либо h ◦ F = 0. Это означает, что или g ∈ I(V), 
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или h ∈ I(V). Таким образом, I(V) – простой идеал, а значит, V неприво-
димо. □ 

Перейдем теперь к рациональной параметризации. Рациональная па-
раметризация задается системой 
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где fi, gi ∈ k[t1,…,tm], i = n,1 . Пусть W = V(g1g2…gn) ⊂  km. Тогда F(t1,…,tm) 
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) задает отображение F : km – W → kn. Ре-

шить задачу неявного представления многообразия в этом случае – это 
найти наименьшее многообразие в kn, содержащее F(km – W). В этом слу-
чае диаграмма множеств и отображений имеет вид 
 

 
Имеет место включение i(km – W) ⊂  V(I), где I = < g1x1 – f1,…,gnxn – 

fn > – идеал, построенный освобождением от знаменателей. В этом слу-
чае V(I) не обязательно является наименьшим многообразием, содержа-
щим i(km – W). Поэтому мы изменим идеал I с помощью добавления 
лишней размерности для контроля знаменателей. Рассмотрим кольцо по-
линомов k[y, t1,…,tm, x1,…,xn], соответствующее аффинному пространству 
kn+m+1. Пусть g = g1g2…gn. Тогда W = V(g). Рассмотрим идеал J = < g1x1 – 
f1,…,gnxn – fn, 1 – gy > ⊂  k[y, t1,…,tm, x1,…,xn]. Из уравнения 1 – gy = 0 
имеем, что знаменатели g1,…,gn не равны нулю на V(J). Преобразуем 
диаграмму (4). Для этого рассмотрим отображения j : km – W→kn + m + 1, 
πm+1 : kn + m + 1 → kn, заданные формулами: 
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πm + 1(y, t1,…,tm, x1,…,xn) = (x1,…,xn). 

km – W kn F 

kn + m 

i πm 
(4) 
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В этом случае диаграмма имеет вид 
 

 
Имеем F = πm + 1 ◦ j. Покажем, что j(km – W) = V(J) в kn + m + 1. Из опре-

делений j и J получаем j(km – W) ⊂  V(J). Пусть теперь (y, t1,…,tm, x1,…,xn) 
∈ V(J). Тогда из уравнения g(t1,…,tm)y = 1 следует, что ни один полином 
gi не равен нулю в точке (t1,…,tm). Значит, равенства gi(t1,…,tm)xi = 

fi(t1,…,tm) могут быть разрешены относительно xi. xi = 
),...,(
),...,(

1

1

mi

mi

ttg
ttf . Так 

как y = 
),...,(

1

1 mttg
, то (y, t1,…,tm, x1,…,xn) ∈ j(km – W), т.е. V(J) ⊂  j(km – 

W). Далее из равенств F = πm + 1 ◦ j и j(km – W) = V(J) получаем  

F(km – W) = πm + 1(j(km – W)) = πm + 1(V(J)).                  (5) 

Таким образом, параметризованное множество равно проекции мно-
гообразия V(J). 

Теорема 4. Пусть k – бесконечное поле, а F : km – W→kn – функция, 
заданная рациональной параметризацией (3). Пусть Jm = J I  k[x1,…,xn] 
есть (m + 1)-й исключающий идеал идеала J = < g1x1 – f1,…,gnxn – fn,1 – 
gy > ⊂  k[y, t1,…,tm, x1,…,xn], где g = g1g2…gn. Тогда V(Jm + 1) = )( WkF m −  
в kn. 

Доказательство. Доказательство этой теоремы повторяет доказатель-
ство теоремы 2. Здесь нужно исследовать уравнение (5) и учитывать, что 
полином, равный нулю на km – W, является нулевым полиномом. Дейст-
вительно, если g ≠ 0, а f обращается в нуль на km – V(g), то fg = 0 на km, 
т.е. f –нулевой полином. □ 

Суть теоремы 4 состоит в следующем: рассматриваем рациональную 
параметризацию (2), избавляемся от знаменателей и добавляем новую 
переменную y, чтобы не дать знаменателям обратиться в ноль: g1x1 = 
f1,…,gnxn = fn, g1…gn = 1. Тогда исключение переменных y, t1,…,tm решает 
задачу неявного представления. 

kn F 

kn + m + 1 

j πm + 1 

km – W 
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Итак, теорема 4 определяет следующий алгоритм построения неяв-
ного представления в случае рациональной параметризации. А именно, 

пусть xi = 
i

i

g
f , где fi, gi ∈ k[t1,…,tm], i = n,1 . Введем новую переменную y и 

рассмотрим идеал J = < g1x1 – f1,…,gnxn – fn, 1 – gy >, где g = g1g2…gn. 
Найдем базис Грёбнера идеала J по отношению к lex-упорядочению, где 
y и каждое ti больше любого xj. Элементы базиса Грёбнера, не зависящие 
от y, t1,…,tm определяют в kn замыкание Зарисского параметризованного 
множества. 

Теорема 5. Пусть поле k бесконечно, а многообразие V задано ра-
циональной параметризацией (3). Тогда V неприводимо. 

Доказательство. Пусть W = V(g1,…,gn), а F : km – W → kn – отображе-

ние, определенное формулой F(t1,…,tm) = (
),...,(
),...,(
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). 

Тогда V = )( WkF m − , а значит, I(V) – это множество полиномов h ∈ 
k[x1,…,xn] таких, что функция h ◦ F равна нулю для всех (t1,…,tm) ∈ km – 
V. Пусть h ∈ k[x1,…,xn]. Так как g1(t1,…,tm)g2(t1,…,tm)…gn(t1,…,tm) ≠ 0 для 
всех (t1,…,tm) ∈ km – W, то функция (g1…gn)N(h ◦ F) обращается в нуль в 
точности в тех точках из km – W, в которых обращается в нуль функция h 
◦ F. Если N – полная степень полинома h ∈ k[x1,…,xn], то (g1…gn)N(h ◦ F) 
∈ k[t1,…,tm]. Таким образом, h ∈ I(V) в том и только в том случае, когда 
(g1…gn)N(h ◦ F) = 0 для всех t ∈ km – W. Тогда (g1…gn)N(h ◦ F) = 0 – нуле-
вой полином в k[t1,…,tm]. Таким образом, доказано, что h ∈ I(V) тогда и 
только тогда, когда (g1…gn)N(h ◦ F) = 0 ∈ k[t1,…,tm]. Покажем теперь, что 
I(V) – простой идеал. Пусть p, q ∈ k[x1,…,xn] и pq ∈ I(V). Если полная 
степень полинома p равна М, а полная степень полинома q равна N, то 
полная степень полинома pq равна M + N. Тогда (g1…gn)M + N(p ◦ F)(q ◦ F) 
= 0. Но этот полином – произведение полиномов (g1…gn)M(p ◦ F) и 
(g1…gn)N(q ◦ F) из k[t1,…,tm]. Таким образом, один из них должен быть 
нулевым полиномом, а значит, или p ∈ I(V), или q ∈ I(V). Следователь-
но, идеал I(V) прост и многообразие V неприводимо. □ 

Простейшее многообразие в kn, которое можно задать с помощью 
полиномиальной параметризации, это точка {(a1,…,an)}. Это многообра-
зие можно задать параметрически так: fi(t1,…,tm) = ai, 1 ≤ i ≤ n. Очевидно, 
что оно неприводимо. Отсюда следует, что идеал I({(a1,…,an)}) является 
простым. Покажем, что I({(a1,…,an)}) = < x1 – a1,…,xn – an >. Действи-
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тельно, i
kx  = (xk – ak)qk(xk) + αi, k, где αi, k ∈ k, а значит, f ∈ I({(a1,…,an)}) 

имеет вид f = ∑
=

−
n

k
kkk axh

1
)( , hk ∈ k[x1,…,xn]. 

Определение 3. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] называется максимальным, ес-
ли I ≠ k[x1,…,xn], и любой идеал J, содержащий I, равен либо I, либо 
k[x1,…,xn]. 

Определение 4. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] называется собственным, если 
он не совпадает с k[x1,…,xn]. 

Теорема 6. Пусть k – произвольное поле, а а1,…,an ∈ k. Тогда идеал I 
вида < x1 – a1,…,xn – an > максимален. 

Доказательство. Предположим, что идеал J строго содержит I. Тогда 
существует элемент f ∈  J такой, что f ∉ I. Используя алгоритм деления, 
запишем f в виде f = A1(x1 – a1) + … + An(xn – an) + b, где b ∈ k. Так как 
A1(x1 – a1) + … + An(xn – an) ∈  I и f ∈ I, то b ≠ 0. Но f ∈ J и I ⊂  J, следова-

тельно, b = f – (A1(x1 – a1) + … + An(xn – an)) ∈ J. Так как b ≠ 0, то 
b
1 ·b = 1 

∈ J, а значит, J = k[x1,…,xn]. □ 
Так как V(x1 – a1,…,xn – an) = {(a1,…,an)}, то любая точка (a1,…,an) ∈ 

kn, соответствует максимальному идеалу в k[x1,…,xn], а именно идеалу 
< x1 – a1,…,xn – an >. Если k не является алгебраически замкнутым, то об-
ратное утверждение неверно. 

Теорема 7. Пусть k – произвольное поле. Тогда любой максимальный 
идеал в k[x1,…,xn] прост. 

Доказательство. Пусть I – собственный идеал, не являющийся про-
стым. Тогда существуют f, g ∉ I такие, что fg ∈ I. Рассмотрим идеал < f > 
+ I. Этот идеал строго содержит I, потому что f ∉ I. Если < f > + I = 
k[x1,…,xn], то существует c ∈ k[x1,…,xn], существует h ∈ I такие, что 1 = 
cf + h. Умножая это равенство на g, получаем g = cfg + hg ∈ I, но это про-
тиворечит выбору g. Следовательно, < f > + I – собственный идеал, стро-
го содержащий I, т.е. I не максимален. □ 

Заметим, что идеал < x1 – a1,…,xn – an > прост в k[x1,…,xn], даже если 
поле k конечно. 

Теорема 8. Пусть поле k алгебраически замкнуто. Тогда любой мак-
симальный идеал в k[x1,…,xn] имеет вид < x1 – a1,…,xn – an >, где a1,…,an 
∈ k. 

Доказательство. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – максимальный идеал. Так как 
I ≠ k[x1,…,xn], то V(I) ≠ ∅ , ибо в противном случае I = k[x1,…,xn] (теорема 
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1 из п. 3.1). Поэтому существует (a1,…,an) ∈ V(I). Следовательно, I(V(I)) 
⊂  I({(a1,…,an)}). Но по сильной теореме о нулях I(V(I)) = I . Так как I 
максимален, то он прост и, следовательно, радикален, т.е. I  = I. По-
этому I ⊂  I({(a1,…,an)}) = < x1 – a1,…,xn – an > 

≠
⊂  k[x1,…,xn]. Так как I 

максимален, то I = < x1 – a1,…,xn – an >. 
Следствие 2. Пусть поле k алгебраически замкнуто. Тогда сущест-

вует взаимно однозначное соответствие между точками в kn и макси-
мальными идеалами кольца k[x1,…,xn]. 

3.5. РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГООБРАЗИЯ В ОБЪЕДИНЕНИЕ НЕ-
ПРИВОДИМЫХ 

Предложение 1 (условие обрыва убывающих цепей). Любая убы-
вающая цепь многообразий V1 ⊃  V2 ⊃  V3 ⊃  … в kn стабилизируется, т.е. 
существует N ∈ N такое, что VN = VN + 1 = VN + 2 = …. 

Доказательство. Переходя к идеалам, получим возрастающую цепь 
I(V1) ⊂  I(V2) ⊂  … ⊂  I(Vs) ⊂  … Из условия обрыва возрастающих цепей 
идеалов следует, что существует N такое, что I(VN) = I(VN + 1) = … Так как 
V(I(V)) = V для любого многообразия V, то VN = VN + 1 = VN + 2 = …. □ 

Теорема 1. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Тогда V мо-
жет быть представлено в виде конечного объединения неприводимых 
многообразий Vi : V = V1 U  …U  Vm. 

Доказательство. Пусть V – аффинное многообразие, которое нельзя 
представить в виде конечного объединения неприводимых многообра-
зий. Тогда V не является неприводимым, а значит, V = V1 U

′
1V , где V ≠ 

V1, V ≠ ′
1V . Хотя бы одно из многообразий V1, ′

1V  не является объедине-
нием конечного числа неприводимых многообразий, ибо в противном 
случае V можно было бы представить в этом виде. Пусть, например, V1 
не является конечным объединением неприводимых многообразий. Ана-
логично получаем, что V1 = V2 U

'
2V , где V1 ≠ V2, V1 ≠ '

2V  и V2 не является 
объединением конечного числа неприводимых многообразий. Продол-
жая это построение, мы получим бесконечную последовательность мно-
гообразий V ⊃  V1 ⊃  V2 ⊃  …, где V ≠ V1 ≠ V2 ≠ …, но это противоречит 
предложению 1. □ 
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Определение 1. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Разложе-
ние V = V1 U  … U  Vm, где многообразия Vi неприводимы, называется ми-
нимальным разложением (или неизбыточным объединением), если Vi не 
принадлежит Vj при i ≠ j. 

Теорема 2. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Тогда сущест-
вует минимальное разложение V = V1 U  …U  Vm (т.е. каждое Vi – непри-
водимое многообразие и Vi ≠ Vj при i ≠ j), причем это разложение един-
ственно с точностью до порядка, в котором записаны многообразия. 

Доказательство. На основании теоремы 1 V может быть представле-
но в виде V = V1 U  … U  Vm, где Vi – неприводимы. Предположим, что 
некоторое Vi лежит в каком-то Vj, где i ≠ j. Тогда мы можем исключить Vi 
из разложения, и тогда V будет объединением Vl при l ≠ i. Продолжая 
этот процесс, мы получим минимальное разложение. Докажем единст-
венность этого разложения. Пусть V = '

1V U  … U '
lV  – другое минималь-

ное разложение многообразия V. Тогда Vi = Vi I  V = Vi I  ( '
1V U  … U '

lV ) 

= (Vi I
'

1V ) U  … U  (Vi I
'

lV ). Так как Vi неприводимо, то Vi = Vi I
'
jV  для 

некоторого j, т.е. Vi ⊂ '
jV . Аналогично, существует такое s, что '

jV ⊂  Vs. 

Таким образом, Vi ⊂ '
jV ⊂  Vs. Из минимальности разложения следует, что 

i = s, т.е. Vi = '
jV . Следовательно, любое Vi содержится в разложении V = 

'
1V U  … U '

lV , а поэтому m ≤ l. Аналогично доказывается, что l ≤ m, т.е. l 

= m. Следовательно, l = m, а набор '
jV  – перестановка набора Vi. □ 

Предложение 2. Пусть f ∈ C[x1,…,xn] и пусть f = sa
s

a ff ...1
1  – раз-

ложение полинома f на неприводимые множители. Тогда V(f) = V(f1) U  
…U  V(fs) – разложение многообразия V(f) на неприводимые компоненты 
и I(V(f)) = < f1…fs >. 

Доказательство. На основании теоремы 1 из п. 1.1 V(f) = V( 1
1

af ) U  
V( 2

2
af )U  … U  V( sa

sf ). Так как V( ia
if ) = V(fi), а V(fi) неприводимы на 

основании предложения 2 из п. 3.4, то V(f) = V(f1) U  … U  V(fs) – разло-
жение многообразия V(f) на неприводимые компоненты. Равенство 
I(V(f)) = < f1…fs > вытекает из предложения 2 п. 3.2. □ 
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Предложение 3. Идеал I ⊂  k[x1,…,xn] является простым тогда и 
только тогда, когда для любых идеалов J, K таких, что JK ⊂  I, либо J ⊂  
I, либо K ⊂  I. 

Доказательство. Пусть идеал I является простым. Покажем, что либо 
J ⊂  I, либо K ⊂  I. В случае J ⊂  I все доказано. Если J не содержится в I, 
то существует f ∈ J такой, что f ∉ I. Тогда для любого g ∈ K fg ∈ I, а 
значит, g ∈ I. Следовательно, K ⊂  I. Пусть теперь для любых идеалов J, 
K таких, что JK ⊂  I, либо J ⊂  I, либо K ⊂  I. Покажем, что I – простой 
идеал. Если I не прост, то существуют f ∉ I, g ∉ I такие, что fg ∈ I, а зна-
чит, < fg > ⊂  I. Следовательно, < fg > = < f > < g > ⊂  I, но < f > не содер-
жится в I, т.к. f ∉ I, и < g > не содержится в I. Получили противоречие. □ 

Предложение 4. Пусть I1,…,In – конечное множество идеалов, иде-

ал Р прост и I
n

i
iI

1=
⊂  Р. Тогда существует i, 1 ≤ i ≤ n, такое, что Ii ⊂  P. 

Более того, если Р = I
n

i
iI

1=
, то существует i такое, что P = Ii. 

Доказательство. Так как I
n

i
iI

1=
⊂  Р, то I1 … In ⊂  I1 … In – 1 I  In ⊂  I1 I  

I2 I  … I  In ⊂  P. Тогда на основании предложения 2 либо In ⊂  P, либо I1 
… In – 1 ⊂  Р. Если In ⊂  P, то все доказано. В противном случае I1…In – 1 ⊂  
Р. Отсюда либо In – 1 ⊂  P, либо I1… In – 2 ⊂  Р. Следовательно, существует 

i такое, что Ii ⊂  P. Если Р = I
n

i
iI

1=
, то для любого k Ik ⊃  P. С другой сто-

роны, по доказанному существует i такое, что Ii ⊂  P, т.е. Ii = P. □ 
Теорема 3. Пусть поле k алгебраически замкнуто. Тогда каждый 

радикальный идеал I ⊂  k[x1,…,xn] может быть однозначно записан в ви-
де пересечения простых идеалов I = P1 I  P2 I  …I  Pr, где Pi ⊄  Pj при i ≠ 
j. (Как и в случае многообразий такое представление радикального идеа-
ла будем называть минимальным разложением или неизбыточным пере-
сечением.) 

Доказательство. Имеем V(I) = V1 U  V2 U  … U  Vr, где Vi, i = r,1 , – 
неприводимые многообразия и Vi ⊄  Vj при i ≠ j. Тогда I = I(V(I)) = I(V1) 
I  I(V2) I  … I  I(Vr) = P1 I  P2 I  … I  Pr, где Pi – простые идеалы. □ 

Частные идеалов следующим образом описывают простые идеалы, 
участвующие в минимальном разложении радикального идеала. 
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Теорема 4. Пусть поле k алгебраически замкнуто, I – собственный 

радикальный идеал и I = I
r

i
iP

1=

 – минимальное разложение I. Тогда Pi – 

это в точности те простые собственные идеалы, которые имеют вид 
I : f, где f ∈ k[x1,…,xn]. 

Лемма 1. Пусть P ⊂  k[x1,…,xn] – простой идеал. Тогда P : f = P, ес-
ли f ∉ P, и P : f = < 1 >, если f ∈ P. 

Доказательство. Пусть f ∉ P. Тогда для любого g ∈ P : f fg ∈ P. Так 
как P – простой идеал, то g ∈ P. Следовательно, P : f ⊂  P. С другой сто-
роны, P ⊂  P : f, т.е. P : f = P. Если f ∈ P, то для любого g ∈ < 1 > fg ∈ 
P, т.е. g ∈ P : f. Значит, P : f = < 1 >. 

Доказательство теоремы 4. Так как идеал I – собственный, то и 
идеалы Pi также являются собственными, ибо в противном случае было 
бы нарушено условие минимальности. Для любого f ∈ k[x1,…,xn] имеем 

I : f = ( I
r

j
jP

1=

) : f = ):(
1

fP
r

j
jI

=

 (формула (1) из п. 3.3). Пусть теперь I : f – 

собственный простой идеал. Тогда из предложения 4 и леммы 1 I : f = Pi : 
f = Pi для некоторого i. Покажем, что любой простой идеал Pi можно по-

лучить таким образом. Возьмем полином f ∈ ( I
r

ij
j

jP

≠
=1

) – Pi. Такой полином 

существует, так как разложение I
r

j
jP

1=

 минимально. Тогда Pi : f = Pi, Pj : f 

= < 1 > при j ≠ i. Следовательно, I : f = ):(
1

fP
r

j
jI

=

 = Pi, т.е. I : f – собствен-

ный простой идеал. □ 
В качестве примера рассмотрим многообразие V = V(f1,…,f5), где f1 = 

B(A + C) + L + N, f2 = B(2B2 – AC + 2K + M) + CL – 2AN, f3 = L(6B2 – AC + 
K + M) – B(CK + AM) + N(A2 – 2K), f4 = B(6L2 – KM) – L(CK + AM) + 
2AKN, f5 = L(2L2 – KM) + K2N. Найдем разложение многообразия на не-
приводимые компоненты. Заметим, что V принадлежит многообразию 
центра кубической системы нелинейных колебаний 

x&  = y, y&  = – x + Ax2 + 3Bxy + Cy2 + Kx3 + 3Lx2y + Mxy2 + Ny3. 

Образуем идеал J = < f1,…,f5 > ⊂  C[L, M, K, N, B, C, A]. Будем ис-
пользовать lex-упорядочение с порядком L > M > K > N > B > C > A. На-
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ходя для J базис Грёбнера (используем систему Mathematica 5.0), имеем J 
= < αβ1, β2,…β21 >, где α = (BC + N)3 + 2B4[AB + 2(BC + N)], β1 = A3(2A + 
C)2 + 4B2[A2(4A + 3C) + B2(5A + 4C)], βi ∈ C[L, M, K, N, B, C, A], i = 21,2 . 
Далее находим J + < α > = < α, A3(137A4 + 244A3C + 153A2C3 + 41AC3 + 
4C4)β, α3,…,α17 >, где β = (BC + N)[B(A + C) + N] – B2K, αi ∈ C[L, M, K, N, 
B, C, A], i = 17,3 . Идеал J + < α, β > через базис Грёбнера представляется 
в виде 

J + < α, β > = < α, β, A3γ, γ4,…,γ10 >, где γ = AB(2B2 – K) + (BC + N)(A2 + 
4B2 + K), γi ∈ C[L, M, K, N, B, C, A], i = 10,4 . Образуем идеал I1 = J + < α, 
β, γ >. Находя для I1 базис Грёбнера, имеем I1 = < α, β, γ, g4, g5, g6, f1 >, где 
g4 = B[A2(4B2 – K) + K2] + (BC + N)[A(A2 + 10B2) + 4B(BC + N)], g5 = B(2B2 

+ 2K + M) – (2A + C)(BC + N), g6 = B[2B2(2A + C) + C(3K + M)] + (BC + 
N)[6B2 – C(3A + C) – M]. Найдем теперь по методу, изложенному в п. 3.3 
частное идеалов J и I1. Имеем J : I1 = < β1, v2,…,v10, f1 >, где v2 = B(3A + 
2C)(6A2 + 9AC + 4C2) + 2(5A + 4C)[B3 + N(2A + C)], v3 = A3(2A + C) – 
2B(5A + 4C)[B(A + 2C) + 2N], v4 = 2B3(5A + 4C) + AB(10A2 + 15AC + 6C2) + 
2N[4B2 + 3A(2A + C)], v5 = 2(5A + 4C)[B2(A2 + 6AC + 6C2) – 6N2] – A2[A(8A2 

+ 15AC + 6C2) + 4BN], v6 = 2B[B(A + 2C) + 2N] – A(A2 + 3K), v7 = A2(2A – 
3C) – 10B2(A + 2C) – 4(3CK + 5BN), v8 = B[A(4A + 5C) + 2(B2 + C2 + K)] + 
2N(2A + C), v9 = 48(K2 + N2 – B4) – A3(2A – 3C) – 2B[B(31A2 + 38AC + 24C2) 
+ 14AN], v10 = A(4A + C) + 2[3(B2 + K) + M]. Покажем, что многообразие 
V(J : I1) является неприводимым. Действительно, это многообразие до-
пускает рациональную параметризацию, определяемую уравнениями 

A = 
12

2
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)12(2
)12(
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−

−
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)445(
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223
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+

−
u

uvu , 

ибо замыкание Зарисского R множества, задаваемого этими параметри-
ческими уравнениями, имеет вид: 

R = V(< A(1 + 2u2) – 2uv, 2B(1 + 2u2) + v(2u2 – 1), 2C(1 + 2u2) + uv(5 + 
4u2 + 4u4), 4K(1 + u2) + v2, 4L(1 + u2) – uv2, 4M(1 + u2) – u2v2(2u2 – 1), 4N(1 
+ u2) + u3v2(1 + 2u2), t(1 + u2)(1 + 2u2) – 1 > I  C[L, M, K, N, B, C, A]) = 
V(J : I1). 

Здесь при вычислении базиса Грёбнера идеала использовалось упо-
рядочение lex с порядком t > v > u > L > M > K > N > B > C > A. 
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Найдем теперь частное идеалов I1 и < L, N, B >. Имеем I1 : < L, N, B > 
= < α, β, γ, g4, w5, w6, g5, g6, w9, w10, f1 >, где w5 = 2(BC + N)[8B3(4A + C) – 
A2B(5A + 9C) – N(9A2 – 8B2)] – 2A2B2(A2 – 14B2) – K3, w6 = A2[CK – AM – 
2B2(5A + 2C)] – K2(2A + C) – 2(2A + C)(BC + N)[B(5A + 2C) + 2N], w9 = 
2AB2(3A + C) + K(2K – AC) + M(A2 + K) + 2(BC + N)[B(5A + 3C) + N], w10 = 
2B2[2B2 + A(10A + 3C)] + 4K2 – M2 + (2A – C)(AM – CK) + 4(BC + N)[B(8A 
+ 5C) + 2N]. Многообразие V(I1 : < L, N, B >) допускает рациональную 
параметризацию, задаваемую уравнениями: 

B = u, C = v, N = w, L = 4

42

2
]2))[((

u
uwuvwuv +++ ,  

M = – 2u2 – 2
)2)((

u
wuvwuv ++ , K = 6

242

2
])(2[)(

u
wuvuwuv +++

− ,  

A = 5

24

2
])(4)[(

u
wuvuwuv +++

− . 

Действительно, < B – u, C – v, N – w, 2Lu4 – (uv + w)[2u4 + (uv + w)2], 
u2(M + 2u2) + (uv + w)(uv + 2w), 2Ku6 + (uv + w)2[2u4 + (uv + w)2], 2Au5 + 
(uv + w)[4u4 + (uv + w)2], tu – 1 > I  C[L, M, K, N, B, C, A]) = I1 : < L, N, 
B >. В данном случае при вычислении базиса Грёбнера идеала использо-
валось упорядочение lex с порядком t > u > v > w > L > M > K > N > B > C 
> A. Следовательно, многообразие V(I1 : < L, N, B >) неприводимо. Так 
как I1 : < L, N, B > ⊃  J, J : I1 ⊃  J, то V(I1 : < L, N, B >) ⊂  V(J), V(J : I1) ⊂  
V(J). Очевидно, < L, N, B > ⊂  V(J). Используя алгоритм нахождения пе-
ресечения идеалов, получаем < L, N, B > I  (J : I1) I  (I1 : < L, N, B >) = J. 

Равенство идеалов, фигурирующих в левой и правой частях этого 
равенства, вытекает из совпадения их базисов Грёбнера. Таким образом, 
V(J) = V(< L, N, B >) U  V(I1 : < L, N, B >) U  V(J : I1). 

Так как базисы Грёбнера идеалов < β1, v2,…,v10, f1 > и < v6,…,v10, f1 > 
совпадают, то < β1, v2,…,v10, f1 > = < v6,…,v10, f1 >. Следовательно, V(J : I1) 
= V(J1), где 

J1 = < 2B[B(A + 2C) + 2N] – A(A2 + 3K), A2(2A – 3C) – 10B2(A + 2C) – 
4(3CK + 5BN), B[A(4A + 5C) + 2(B2 + C2 + K) + 2N(2A + C), 48(K2 + N2 – 
B4) – A3(2A – 3C) – 2B[B(31A2 + 38AC + 24C2) + 14AN], A(4A + C) + 2[3(B2 
+ K) + M], B(A + C) + L + N >. 

Заметим, что < α, β, γ, g4, w5, w6, g5, g6, w9, w10, f1 > = < β, γ, g4, w5, w6, 
g5, g6, w9, w10, f1 >. Поэтому V(I1 : < L, N, B >) = V(J2), где J2 = < β, γ, g4, 
w5, w6, g5, g6, w9, w10, f1 >. 
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Таким образом, справедлива 
Теорема 5. Многообразие V = V(f1,…,f5) состоит из трех неприво-

димых компонент V(J1), V(J2), V(L, N, B), т.е. V(f1,…,f5) = V(J1) U  V(J2) 
U  V(L, N, B). 

3.6. ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ИДЕАЛОВ 

Определение 1. Идеал I называется примарным, если из fg ∈ I сле-
дует, что или f ∈ I, или gm ∈ I для некоторого целого m > 0. 

Очевидно, что простой идеал примарен. 

Лемма 1. Если идеал I примарен, то идеал I  прост и является 
наименьшим простым идеалом, содержащим I. 

Доказательство. Пусть fg ∈ I . Тогда существует k такое, что (fg)k = 
fkgk ∈ I. Так как I – примарный идеал, то либо fk ∈ I, либо (gk)m ∈ I для не-
которого целого m > 0. Таким образом, из fg ∈ I  следует, что либо f 
∈ I , либо g ∈ I , т.е. идеал I  прост. Пусть теперь J – простой идеал 
и такой, что J ⊃  I. Покажем, что I ⊂  J. Возьмем любой элемент g 
∈ I . Тогда для некоторого целого k > 0 gk ∈ I, а значит, gk ∈ J. Так как 
идеал J прост, то он и радикален. Следовательно, g ∈ J. Отсюда I ⊂  J. 
□ 

Определение 2. Пусть I – примарный идеал и I  = P. Тогда I назы-
вается P-примарным идеалом. 

Определение 3. Идеал I называется неприводимым, если из равенст-
ва I = I1 I  I2 следует, что или I = I1, или I = I2. 

Лемма 2. Если I – неприводимый идеал, то он примарен. 
Доказательство. Пусть fg ∈ I, причем f ∉ I. Покажем, что некоторая 

степень g принадлежит I. Рассмотрим идеалы I : gn, где n ≥ 1. Покажем, 
что для любого n I : gn ⊂  I : gn + 1. Действительно, если f ∈ I : gn, то fgn ∈ 
I. Любой элемент h ∈ < gn + 1 > имеет вид h = pgn + 1, где p ∈ k[x1,…,xn]. 
Так как fh = fgnpg ∈ I, то f ∈ I : gn + 1. Итак, доказано, что для любого n 
I : gn ⊂  I : gn + 1. Значит, имеем возрастающую цепь идеалов I : g ⊂  I : g2 

⊂  …. Следовательно, из условия обрыва возрастающих цепей идеалов 
существует N ≥ 1 такое, что I : gN = I : gN + 1. Покажем, что (I + < gN >) I  (I 
+ < f >) = I. Так как I ⊂  I + < gN >, I ⊂  I + < f >, то I ⊂  (I + < gN >) I  (I + 
< f >). Пусть h ∈ (I + < gN >) I  (I + < f >). Тогда h можно представить в 
виде h = a + bgN = c + df, где a, c ∈ I, b, d ∈ k[x1,…,xn]. Отсюда hg = ag + 
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bgN + 1 = cg + dfg. Так как fg ∈ I, то bgN + 1 = cg + dfg – ag ∈ I. Отсюда b ∈ 
I : gN, т.е. bgN ∈ I. Таким образом, h ∈ I. Итак, I = (I + < gN >) I  (I + < f >). 
Так как I неприводим, то или I = I + < gN >, или I = I + < f >. Но I ≠ I + 
< f > ввиду того, что f ∉ I. Значит, I = I + < gN >, т.е. gN ∈ I. □ 

Теорема 1. Любой идеал I ⊂  k[x1,…,xn] может быть представлен в 
виде конечного пересечения примарных идеалов. 

Доказательство. Покажем, что любой идеал I является пересечением 
конечного числа неприводимых идеалов. Пусть I – идеал, который нель-
зя представить в виде конечного пересечения неприводимых идеалов. 
Тогда I не является неприводимым идеалом, а значит, I = I1 I

'
1I , где I ≠ 

I1, I ≠ '
1I . Хотя бы один из идеалов I1, '

1I  нельзя представить в виде пере-
сечения конечного числа неприводимых идеалов, ибо в противном слу-
чае I можно было бы представить в виде пересечения конечного числа 
неприводимых идеалов. Пусть, например, I1 не является пересечением 
конечного числа неприводимых идеалов. Тогда I1 = I2 I

'
2I , где I1 ≠ I2, I1 ≠ 

'
2I . Продолжая это рассуждение, мы получим бесконечную последова-
тельность идеалов I ⊂  I1 ⊂  I2 ⊂ …, причем I ≠ I1 ≠ I2 ≠ …. Это противо-
речит теореме об УОВЦ. Теперь из леммы 2 и вытекает заключение тео-
ремы. □ 

Определение 4. Примарным разложением идеала I называется его 
представление в виде конечного пересечения примарных идеалов: I = 

I
r

j
jQ

1=
. Это разложение называется минимальным, или неизбыточным, 

если идеалы jQ  различны и I
r

ij
j

jQ

≠
= ,1

 не лежит в Qi ни для какого i. 

Лемма 3. Пусть I, J – примарные идеалы и I  = J . Тогда идеал I 
I  J примарен. 

Доказательство. Пусть fg ∈ I I  J. Тогда fg ∈ I, fg ∈ J. Отсюда fg 
∈ I  = J . На основании леммы 1 либо f ∈ I , f ∈ J , либо g ∈ I , g 
∈ J . Следовательно, из fg ∈ I I  J вытекает, что либо f m ∈ I, f k ∈ J, ли-
бо gp ∈ I, gq ∈ J. Если f m ∈ I, f k ∈ J, то f mk ∈ I, f mk ∈ J, а тогда f mk ∈ I I  J. 
В случае же gp ∈ I, gq ∈ J имеем gpq ∈ I I  J, т.е. идеал I I  J – примарен. 
□ 
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Теорема 2 (Ласкера-Нётер). Для каждого идеала I ⊂  k[x1,…,xn] су-
ществует минимальное примарное разложение. 

Доказательство. На основании теоремы 1 существует примарное 

разложение I = I
r

i
iQ

1=
. Предположим, что iQ  = jQ  при i ≠ j. Тогда по 

лемме 3 идеал Q = Qi I  Qj является примарным, и в разложении идеала I 
мы можем заменить два идеала Q1,Qj одним идеалом Qi I  Qj. Продолжая 
этот процесс, будем иметь, что все примарные идеалы в разложении 

идеала I имеют различные радикалы. Пусть теперь I
r

j
j

ij

Q

≠

=1
⊂  Qi, тогда 

идеал Qi можно из разложения исключить. Продолжая этот процесс, мы 

добьемся того, что условие I
r

j
j

ij

Q

≠

=1
⊄  Qi будет выполнено для всех i. □ 

Отметим, что минимальное примарное разложение не единственно. 

Лемма 4. Пусть идеал I примарен, I  = Р и f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда 
1) если f ∈ I, то I : f = < 1 >, 
2) если f ∉ I, то I : f Р-примарен, 
3) если f ∉ Р, то I : f = I. 
Доказательство. 1) Если f ∈ I, то I : f = < 1 >, ибо для любого h ∈ 

k[x1,…,xn]  hf ∈ I. 
2) Пусть f ∉ I. Если g ∈ I : f, то fg ∈ I. Так как f ∉ I, то g ∈ I , т.е. I 

⊂  I : f ⊂ I . Отсюда fI :  = I . Если gh ∈ I : f, где g ∉ P, то fgh ∈ I. 
Значит, fh ∈ I, т.е. h ∈ I : f. Последнее означает, что I : f Р-примарен. 

3) Пусть f ∉ Р. Если g ∈ I : f, то fg ∈ I. Отсюда g ∈ I, ибо в против-
ном случае f m ∈ I, что невозможно. □ 

Теорема 3 (Ласкера-Нётер). Пусть I = I
r

i
iQ

1=
 – минимальное при-

марное разложение собственного идеала I ⊂  k[x1,…,xn] и пусть Pi = 
iQ . Тогда Pi – это в точности те собственные простые идеалы, ко-

торые содержатся в множестве идеалов { fI :  : f ∈ k[x1,…,xn]}. 
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Доказательство. Идеалы iQ  являются собственными, ибо Qi – соб-

ственные простые идеалы. Так как I  = I
r

i
iQ

1=
 (предложение 12 из п. 

3.2), то на основании теоремы 2 и леммы 4 Pi = iQ  = fI : : f, где f 

∈ I
r

ij
j

jP

≠
=1

 – Pi. □ 

Заметим, что идеалы Pi не зависят от примарного разложения идеала 
I. Мы будем говорить, что Pi принадлежит идеалу I. 

Следствие 1. Пусть I = I
r

i
iQ

1=
 – минимальное примарное разложе-

ние собственного радикального идеала I ⊂  k[x1,…,xn]. Тогда идеалы Qi 
просты и в точности являются собственными простыми идеалами, ко-
торые имеют вид I : f, где f ∈ k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Так как идеал I радикален, то на основании теоремы 

3 I = I  = I
r

i
iQ

1=
 = I

r

i
iP

1=
, где Pi = fI : : f – собственные простые идеа-

лы; при этом f ∈ I
r

ij
j

jP

≠
=1

 – Pi. На основании леммы 4 I : f = I. Значит, fI :  

= I  = I, т.е. Pi = I : f. □ 
Таким образом, теорема о разложении для радикальных идеалов 

справедлива для любого поля k. 
Определение 5. Пусть идеал I ⊂  k[x1,…,xn] и f ∈ k[x1,…,xn]. Насы-

щением идеала I по отношению к f называется множество I : f ∞ = {g ∈ 
k[x1,…,xn] : ∃ m ∈ N такое, что f mg ∈ I}. 

Предложение 1. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал и f ∈ k[x1,…,xn]. Тогда 
1) множество I : f ∞ – идеал; 
2) ∃ n ∈ N такое, что I : f ∞ = I : f n. 
Доказательство. 1) Заметим, что 0 ∈ I : f ∞, ибо f·0 = 0 ∈ I. Пусть g1, 

g2 ∈ I : f ∞. Тогда существуют m1, m2 ∈ N такие, что 1
1 gf m ∈ I, 2

2 gf m ∈ I. 
Отсюда, 21 mmf + (g1 + g2) = 1

1 gf m 2mf  + 2
2 gf m 1mf ∈ I, т.е. g1 + g2 ∈ I : f ∞. 

Если g ∈ I : f ∞, то существует m ∈ N такое, что f mg ∈ I. Тогда для любо-
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го h ∈ k[x1,…,xn]  f m(hg) ∈ I, а поэтому hg ∈ I : f ∞. Таким образом, I : f ∞ 
– идеал. 

2) Из доказательства леммы 2 следует, что для любого k ∈ N I : f k 

⊂  I : f k + 1, причем существует n ∈ N такое, что I : f n = I : f n + 1 = …. По-
кажем, что I : f ∞ = I : f n. Возьмем любой g ∈ I : f ∞. Тогда существует m ∈ 
N такое, что f mg ∈ I, а значит, g ∈ I : f m. Отсюда следует, что g ∈ Im + n, а 
тогда g ∈ I : f n. Таким образом, I : f ∞ ⊂  I : f n. Если g ∈ I : f n, то f ng ∈ I, 
т.е. g ∈ I : f ∞. □ 

Теорема 4. Пусть идеал I = < f1,…,fs > ⊂  k[x1,…,xn] и f ∈ k[x1,…,xn] 
– ненулевой полином. Тогда I : f ∞ = (I + < 1 – yf >) I  k[x1,…,xn]. Если 

I : f ∞ = < g1,…,gt > с gi = hi(1 – yf) + ∑
=

s

j
jij fh

1
 (i = s,1 , hi, hij ∈ k[y, 

x1,…,xn]), то I : f ∞ = I : f n, где n = max{degy(hij), i = s,1 , j = t,1 }.  
Доказательство. Возьмем любой g ∈ (I + < 1 – yf >) I  k[x1,…,xn]. То-

гда g = q1 p + q2(1 – yf), где p ∈ I, q1, q2 ∈ k[y, x1,…,xn]. Пусть d = degy(q1). 
Имеем f dg = qp + f dq2(1 – yf), где q = f dq1 = v(x1,…,xn, yf). Полагая здесь yf 
= 1, находим f dg = q~ p, где q~ ∈ k[x1,…,xn]. Следовательно, f dg ∈ I, а по-
этому g ∈ I : f ∞. Значит, (I + < 1 – yf >) I  k[x1,…,xn] ⊂  I : f ∞. Пусть те-
перь g ∈ I : f ∞. Тогда существует d такое, что f dg ∈ I. Следовательно, g = 
f dgyd + g(1 – f dyd) = f dgyd + g(1 – yf)(1 + yf + … + yd – 1f d – 1) ∈ (I + < 1 – 
yf >) I  k[x1,…,xn]. 

Итак, доказано, что I : f ∞ = (I + < 1 – yf >) I  k[x1,…,xn]. Покажем те-

перь, что I : f ∞ = I : f n. Возьмем любой g ∈ I : f ∞. Тогда g = ∑
=

t

i
ii gq

1
, где qi 

∈ k[x1,…,xn]. Отсюда g = ∑ ∑
= =









+−

t

i

s

j
jijii fhyfhq

1 1
)1( . Так как n = 

max{degy( ijh )}, то f ng = ∑
=

−
t

i

n
ii yffhq

1
)1((  + ∑

=

s

j
jij fh

1

~
), где ijh~  = ijv (x1,…,xn, 

yf). Полагая здесь yf = 1, получаем f ng = ∑
=

s

j
jij fw

1
, где ijw ∈ k[x1,…,xn]. 

Следовательно, f ng ∈ I : f n. Значит, I : f ∞ = I : f n. □ 
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ГЛАВА 4. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ 
ФУНКЦИИ НА МНОГООБРАЗИЯХ 

4.1. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ФАКТОР-
КОЛЬЦА ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ КОЛЕЦ 

Определение 1. Пусть V ⊂  km и W ⊂  kn – многообразия. Функция Φ 
: V → W называется полиномиальным или регулярным отображением, 
если существуют полиномы f1,…,fn ∈ k[x1,…,xm] такие, что для любой 
точки (a1,…,am) ∈ V Φ(a1,…,am) = (f1(a1,…,am),…,fn(a1,…,am)). Будем го-
ворить, что n-набор полиномов (f1,…,fn) ∈ (k[x1,…,xm])n представляет Φ. 

Полиномиальное отображение Φ многообразия V ⊂  km в многообра-
зие W ⊂  kn, представленное набором (f1,…,fn) означает, что полиномы, 
определяющие многообразие W, равны нулю в точках 
(f1(a1,…,am),…,fn(a1,…,am)) для любой точки (a1,…,am) ∈ V. В случае W = 
k Φ является скалярной полиномиальной функцией, заданной на много-
образии V. Если V ⊂  km, то Φ : V → k по определению 1 является поли-
номиальной функцией, если существует, полином f ∈ k[x1,…,xm], кото-
рый представляет Φ. 

Полиномиальная функция задается обычно указанием ее полиноми-
ального представителя. Вообще говоря, полиномиальное представление 
функции на многообразии определяется неоднозначно. 

Предложение 1. Пусть V ⊂  km – аффинное многообразие. Тогда 
1) f, g ∈ k[x1,…,xm] представляют на V одну и ту же полиномиаль-

ную функцию тогда и только тогда, когда f – g ∈ I(V). 
2) (f1,…,fn) и (g1,…,gn) представляют одно и то же полиномиальное 

отображение Φ : V → kn тогда и только тогда, когда fi – gi ∈ I(V) для i 
= n,1 . 

Доказательство. 1). Если f – g ∈ I(V), то для любой точки p = 
(a1,…,am) ∈ V f(p) – g(p) = 0, т.е. f(p) = g(p), а значит, f и g представляют 
одну и ту же функцию на V. Наоборот, если f и g представляют одну и ту 
же функцию на V, то для любой точки p ∈ V f(p) – g(p) = 0. Следова-
тельно, f – g ∈ I(V). 

2). Если (f1,…,fn) и (g1,…,gn) представляют одну и ту же функцию на 
V, то для p ∈ V fi(p) – gi(p) = 0, где i = n,1 . Отсюда fi – gi ∈ I(V). Если же 
fi – gi ∈ I(V) для i = n,1 , то для любой точки p ∈ V fi(p) – gi(p) = 0, где i = 

n,1 , т.е. (f1,…,fn) и (g1,…,gn) представляют одну и ту же функцию на V. □ 
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Таким образом, соответствие между полиномами из k[x1,…,xm] и по-
линомиальными функциями является взаимно однозначным тогда и 
только тогда, когда I(V) = {0}. Заметим, что в случае бесконечного k I(V) 
= {0} тогда и только тогда, когда V = km. Действительно, если I(V) = {0}, 
то V = km, так как нулевой полином обращается в нуль на всем km. Если 
же V = km, то для f ∈ I(V)  f(a1,…,am) = 0 для любой точки (a1,…,am) ∈ 
km. Следовательно, f = 0. 

Определение 2. Через k[V] будем обозначать множество полиноми-
альных функций Φ : V → k. 

Так как k – поле, то можно определить сумму и произведение любых 
двух функций φ, ψ ∈ k[V], складывая и умножая их значения. Для любо-
го p ∈ V полагаем (φ + ψ)(p) = φ(p) + ψ(p), (φ·ψ)(p) = φ(p)ψ(p). Если мы 
выберем представители f, g ∈ k[x1,…,xm] соответственно для φ, ψ, то 
сумма f + g представляет φ + ψ, а произведение fg представляет φψ. Сле-
довательно, φ + ψ, φ·ψ являются полиномиальными функциями на V. Та-
ким образом, в k[V] можно определить операции сложения и умножения, 
используя соответствующие операции в k[x1,…,xm]. Все обычные свойст-
ва этих операций имеют место в k[V]. Следовательно, k[V] является ком-
мутативным кольцом. 

Определение 3. Коммутативное кольцо R называется областью це-
лостности, если из a·b = 0 в R следует, что или a = 0, или b = 0. 

Предложение 2. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Следую-
щие утверждения эквивалентны: 

1) V – неприводимое многообразие; 
2) идеал I(V) прост; 
3) k[V] является областью целостности. 
Доказательство. 1) ⇔  2) было доказано ранее. Докажем, что 3) ⇒  

1). Предположим, что k[V] является областью целостности, но V приво-
димо. Тогда существуют V1, V2 такие, что V = V1 U  V2, где V1 ⊂  V, V2 ⊂  
V, V1 ≠ V, V2 ≠ V. Рассмотрим полиномы f1, f2 ∈ k[x1,…,xn] такие, что f1 ра-
вен нулю на V1, но не обращается тождественно в нуль на V2, а f2 равен 
нулю на V2, но не обращается тождественно в нуль на V1. Такие полино-
мы существуют, так как V1 не содержит V2, а V2 не содержит V1. Таким 
образом, ни f1, ни f2 не представляют нуль в k[V]. Однако f1f2 = 0 во всех 
точках из V1 U  V2 = V. Следовательно, f1f2 = 0 в k[V], что противоречит 
целостности кольца k[V]. Таким образом, V – неприводимое многообра-
зие. 

Докажем, что 1) ⇒  3). Предположим, что k[V] не является областью 
целостности. Тогда существуют f1, f2 ∈ k[x1,…,xn] такие, что ни f, ни g 
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тождественно не равны нулю на V, но fg = 0 в каждой точке из V. Тогда V 
= (V I  V(f)) U  (V I  V(g)). Действительно, если (a1,…,an) ∈ V, то 
f(a1,…,an)g(a1,…,an) = 0. Отсюда или f(a1,…,an) = 0, или g(a1,…,an) = 0. 
Если f(a1,…,an) = 0, то(a1,…,an) ∈ V(f), а значит, (a1,…,an) ∈ V I  V(f). В 
случае g(a1,…,an) = 0 (a1,…,an) ∈ V I  V(g). Следовательно, (a1,…,an) ∈ 
(V I  V(f)) U  (V I  V(g)), т.е. V ⊂  (V I  V(f)) U  (V I  V(g)). Так как, оче-
видно, (V I  V(f)) U  (V I  V(g)) ⊂  V, то V = (V I  V(f)) U  (V I  V(g)). 
Имеем V I  V(f) ≠ V, ибо существует (c1,…,cn) ∈ V такое, что f(c1,…,cn) ≠ 
0, т.е. (c1,…,cn) ∉ V(f). Аналогично, V I  V(g) ≠ V, что противоречит не-
приводимости многообразия V. □ 

Таким образом, изучение множества полиномиальных функций на 
аффинном многообразии позволяет обнаружить его приводимость или 
неприводимость. 

Определение 4. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – некоторый идеал. Полиномы 
f, g ∈ k[x1,…,xn] называются сравнимыми по модулю I, f ≡ g mod I, если f – 
g ∈ I. 

Предложение 3. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал. Тогда сравнимость 
по модулю I является отношением эквивалентности на множестве 
k[x1,…,xn]. 

Доказательство. Сравнимость по модулю I рефлективна, так как f – f 
= 0 ∈ I для любого f ∈ k[x1,…,xn]. Докажем симметричность. Пусть f ≡ g 
mod I. Тогда f – g ∈ I, а значит, g – f = (–1)(f – g) ∈ I, т.е. g ≡ f mod I. Те-
перь докажем транзитивность. Пусть f ≡ g mod I, g ≡ h mod I. Тогда f – g 
∈ I, g – h ∈ I. Следовательно, f – g + g – h = f – h ∈ I, т.е. f ≡ h mod I. □ 

Отношение эквивалентности на множестве S разбивает это множе-
ство на непересекающиеся подмножества, которые называются классами 
эквивалентности. Для любого f ∈ k[x1,…,xn] класс эквивалентности f – 
это множество [f] = {g ∈ k[x1,…,xn] : g ≡ f mod I}. Если I = I(V), выраже-
ние g ≡ f mod I(V) означает, что f и g определяют одну и ту же функцию 
на многообразии V. Таким образом, собирание полиномов, которые оп-
ределяют одну и ту же функцию на V, осуществляется с помощью пере-
хода к классам эквивалентности по отношению сравнимости по модулю 
I(V). 

Предложение 4. Множество попарно различных полиномиальных 
функций Φ : V → k находится во взаимно однозначном соответствии с 
множеством классов эквивалентности полиномов по отношению срав-
нимости по модулю I(V). 
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Доказательство. Возьмем любое φ ∈ k[V]. Полиномиальная функция 
φ : V → k представлена некоторым полиномом f ∈ k[x1,…,xn]. Если g ∈ 
k[x1,…,xn] представляет эту функцию, то из предложения 1 имеем g ≡ f 
mod I(V), т.е. единственный класс эквивалентности [f] представляет φ. 
Наоборот, любой класс [f] задает единственную полиномиальную функ-
цию φ : V → k, которую представляет любой элемент g ∈ [f], ибо любой 
элемент g ∈ [f] ввиду f ≡ g mod I(V) задает одну и ту же полиномиальную 
функцию на V. □ 

Определение 5. Факторкольцом k[x1,…,xn] / I кольца k[x1,…,xn] по 
идеалу I называется множество классов эквивалентности по отношению 
сравнимости по модулю I : k[x1,…,xn] / I = {[f] : f ∈ k[x1,…,xn]}. 

Определим операции сложения и умножения для классов [f], [g] ∈ 
k[x1,…,xn] / I, используя соответствующие операции для полиномов. 

Определение 6. Суммой классов [f], [g] в k[x1,…,xn] / I называется  

[f] + [g] = [f + g].                                            (1) 

Произведением классов [f], [g] в k[x1,…,xn] / I называется  

[f]·[g] = [f·g].                                              (2) 

Предложение 5. Операции сложения и умножения классов кор-
ректно определены равенствами (1), (2), т.е. класс [f ′ + g′] и класс [f 
′·g′] не зависят от выбора полиномов f ′ ∈ [f], g′ ∈ [g]. 

Доказательство. Пусть f ′ ∈ [f], g′ ∈ [g]. Тогда f ′ = f + a, g′ = g + b, 
где a, b ∈ I. Имеем f ′ + g′ = (f + a) + (g + b) = (f + g) + (a + b), т.е. f ′ + g′ ≡ 
f + g mod I. Следовательно, [f ′ + g′] = [f + g]. Аналогично, f ′·g′ = (f + a)(g 
+ b) = fg + ag + fb + ab. Так как ag + fb + ab ∈ I, то f ′·g′ ≡ f·g mod I, зна-
чит, [f ′g′] = [fg]. □ 

Теорема 1. Пусть I – идеал в k[x1,…,xn]. Тогда факторкольцо 
k[x1,…,xn] / I является коммутативным кольцом, операции в котором 
заданы равенствами (1), (2). 

Доказательство. Покажем выполнимость всех аксиом коммутатив-
ного кольца. Возьмем любые классы [f], [g], [h] ∈ k[x1,…,xn] / I. Имеем  

([f] + [g]) + [h] = [f + g] + [h] = [(f + g) + h] = [f + (g + h)] = [f] + [g + h] 
= [f] + ([g] + [h]), 

([f]·[g])[h] = [fg][h] = [(fg)h] = [f(gh)] = [f][gh] = [f]([g]·[h]), 
[f] + [g] = [f + g] = [g + f] = [g] + [f], 
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[f][g] = [fg] = [gf] = [g][f], 
[f]([g] + [h]) = [f][g + h] = [f(g + h)] = [fg + fh] = [fg] + [fh] = [f][g] + 

[f][h], 

Далее получаем 

[f] + [0] = [f + 0] = [f], [f][1] = [f·1] = [f], [f] + [- f] = [f – f] = [0]. 

Таким образом, все аксиомы кольца выполнены. Аддитивной еди-
ницей в k[x1,…,xn] / I является [0], а мультипликативной служит [1], об-
ратным для [f] является [- f]. □ 

Теорема 2. Взаимно однозначное соответствие между элементами 
кольца k[V] и элементами кольца k[x1,…,xn] / I, определенное в предло-
жении 4, сохраняет суммы и произведения. 

Доказательство. Определим отображение Φ : k[x1,…,xn] / I(V) → k[V] 
следующим образом: для любого f ∈ k[x1,…,xn] / I(V) положим Φ([f]) = φ, 
где φ – полиномиальная функция φ : V → k, представленная полиномом f. 
Так как любой элемент φ ∈ k[V] представлен некоторым полиномом, то 
Φ – это отображение «на». Докажем его инъективность. Пусть Φ([f]) = 
Φ([g]). На основании предложения 4 f ≡ g mod I(V), т.е. [f] = [g] в 
k[x1,…,xn] / I(V). Рассмотрим теперь суммы и произведения. Пусть [f], [g] 
∈ k[x1,…,xn] / I(V). Из определения суммы в факторкольце Φ([f] + [g]) = 
Φ([f + g]). Если f представляет полиномиальную функцию φ, а g пред-
ставляет ψ, то f + g представляет φ + ψ. Таким образом, Φ([f] + [g]) = φ + 
ψ = Φ([f]) + Φ([g]), т.е. Φ сохраняет суммы. Аналогично, Φ([f]·[g]) = 
Φ([f·g]) = φ·ψ = Φ([f])·Φ([g]), т.е. Φ сохраняет и произведения. Пусть Φ – 1 
= Ψ. Тогда Ψ(φ + ψ) = [f + g], где f представляет φ, а g представляет ψ. 
Значит, Ψ(φ + ψ) = [f + g] = [f] + [g] = Ψ(φ) + Ψ(ψ), Ψ(φ·ψ) = [fg] = [f][g] = 
Ψ(φ)Ψ(ψ), т.е. обратное соответствие Ψ также сохраняет суммы и произ-
ведения. □ 

Определение 7. Пусть R, S – коммутативные кольца. 
1) Отображение φ : R → S называется кольцевым изоморфизмом, ес-

ли: 
а) φ сохраняет суммы, т.е. для любых r, r′ ∈ R φ(r + r′) = φ(r) + 

φ(r′); 
b) φ сохраняет произведения, т.е. для любых r, r′ ∈ R φ(r·r′) = 

φ(r)·φ(r′); 
c) φ является инъективным отображением «на». 
2) Кольца R, S называются изоморфными, если существует изомор-

физм φ : R → S. Если R изоморфно S, то будем писать R ≅  S. 
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3) Отображение φ : R → S называется кольцевым гомоморфизмом, 
если φ удовлетворяет условиям а) и b) п.1), но не обязательно условию с) 
и, кроме того, переводит мультипликативную единицу 1 ∈ R в мультип-
ликативную единицу 1 ∈ S. 

Заметим, что теорема 2 определяет кольцевой изоморфизм k[V] ≅  
k[x1,…,xn] / I(V). 

Предложение 6. Пусть R и S – изоморфные кольца и, кроме того, R 
является полем. Тогда и S также является полем. 

Доказательство. Так как R ≅  S, то существует изоморфизм φ : R → S. 
Покажем, что φ(1) = 1. Так как φ является инъективным отображением 
«на», то для 1 ∈ S существует r ∈ R такой, что φ(с) = 1, т.е. φ(r·1) = 
φ(с)φ(1) = 1·φ(1) = 1. Следовательно, r = 1, φ(1) = 1. Покажем, то для лю-
бого s ∈ S существует мультипликативный обратный элемент s – 1 ∈ S. 
Для любого s ∈ S существует r ∈ R такой, что φ(с) = s. Так как R – поле, 
то для r ∈ R существует мультипликативный обратный r – 1 ∈ R. Имеем 
φ(rr – 1) = φ(с)φ(r – 1) = φ(1) = 1, т.е. sφ(r – 1) = 1, а значит, φ(r – 1) = s – 1 ∈ S. 
Следовательно, S – поле. □ 

Определение 8. Элемент a в коммутативном кольце R называется 
нильпотентным элементом, если an = 0 для некоторого n > 1. 

Рассмотрим факторкольца k[x1,…,xn] / I(V), k[x1,…,xn] / I, где I ≠ I(V), 
но V(I) = V. Если I не радикален, то существует f ∈ I  такой, что f ∉ I. 
Тогда [f] ≠ [0] в k[x1,…,xn] / I, но [f]n = [0], так как fn ∈ I для некоторого n 
> 1. Факторкольцо k[x1,…,xn] / I имеет ненулевые нильпотентные элемен-
ты, а факторкольцо k[x1,…,xn] / I(V) их иметь не может, так как I(V) явля-
ется радикальным идеалом и потому [f]n = 0 в том и только в том случае, 
когда [f] = 0. 

Так как факторкольцо k[x1,…,xn] / I само является коммутативным 
кольцом, мы можем изучать идеалы в k[x1,…,xn] / I. Идеал в коммутатив-
ном кольце определяется так же, как в кольце полиномов. 

Определение 9. Подмножество I коммутативного кольца R называ-
ется идеалом, если 

1) 0 ∈ I, где 0 – нулевой элемент кольца R; 
2) если a, b ∈ I, то a + b ∈ I; 
3) если a ∈ I, r ∈ R, то ra ∈ I. 
Между идеалами в факторкольце k[x1,…,xn] / I и идеалами в кольце 

k[x1,…,xn] существует тесная связь. 
Предложение 7. Пусть I – идеал в k[x1,…,xn]. Тогда идеалы в фак-

торкольце k[x1,…,xn] / I находятся во взаимно однозначном соответст-
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вии с идеалами в k[x1,…,xn], содержащими I (т.е. идеалами J такими, 
что I ⊂  J ⊂  k[x1,…,xn]). 

Доказательство. Покажем сначала, как построить идеал в k[x1,…,xn] / 
I, соответствующий идеалу J, где I ⊂  J ⊂  k[x1,…,xn]. Если J ⊃  I, то через 
J / I будем обозначать множество J / I = {[j] ∈ k[x1,…,xn] / I : j ∈ J}. По-
кажем, что J / I – идеал в k[x1,…,xn] / I. Прежде всего [0] ∈ J / I, так как 0 
∈ J. Пусть теперь [j], [h] ∈ J / I. Тогда из определения сумы в фактор-
кольце [j] + [h] = [j + h]. Так как j + h ∈ J, то [j + h] ∈ J / I. Если [j] ∈ J / I, 
[r] ∈ k[x1,…,xn] / I, то из определения умножения в факторкольце [r][j] = 
[rj]. Так как rj ∈ J, то [r][j] ∈ J / I. Следовательно, J / I – идеал в 
k[x1,…,xn] / I. 

Пусть теперь J~ ⊂  k[x1,…,xn] / I – некоторый идеал. Покажем, как по-
строить по J~  идеал J ∈ k[x1,…,xn] и такой, что J ⊃  I. Положим J = {j ∈ 
k[x1,…,xn] : [j] ∈ J~ }. Для любого i ∈ I i ∈ J, так как [i] = [0] ∈ J~ . Следо-
вательно, J ⊃  I. Покажем, что J – идеал в k[x1,…,xn]. Имеем: 0 ∈ J, так 
как 0 ∈ I ⊂  J. Если j, h ∈ J, то [j], [h] ∈ J~ . Значит, [j] + [h] = [j + h] ∈ J~ , а 
поэтому j + h ∈ J. Пусть теперь j ∈ J, r ∈ k[x1,…,xn]. Тогда [j] ∈ J~ , а зна-
чит, [r][j] = [rj] ∈ J~ . Следовательно, rj ∈ J, т.е. J – идеал в k[x1,…,xn]. Та-
ким образом, доказано, что существует соответствие между двумя мно-
жествами идеалов: 

{J : I ⊂  J ⊂  k[x1,…,xn]} { J~ ⊂  k[x1,…,xn] / I} 

 J → J / I = {[j] : j ∈ J}                                     (3) 

J = {j : [j] ∈ J~ } ←  J~ . 

Покажем, что отображения в (3) являются взаимно обратными. Дей-
ствительно, пусть J – произвольный идеал в k[x1,…,xn] и I ⊂  J. Идеалу J 
⊂  k[x1,…,xn] соответствует идеал J / I ⊂  k[x1,…,xn] / I и такой, что J / I = 
{[j] : j ∈ J}. При этом [0] = [i], где i ∈ I. Отображение J → J / I = {[j] : j ∈ 
J} обратимо, ибо произвольному идеалу J / I = {[j] : j ∈ J} соответствует 
единственный идеал J = {f ∈ k[x1,…,xn] : [f] ∈ J / I}. 

Пусть теперь J~  – произвольный идеал в k[x1,…,xn] / I. Идеалу J~ ⊂  
k[x1,…,xn] / I соответствует идеал J ⊂  k[x1,…,xn] такой, что J = {j : [j] 
∈ J~ }. При этом отображение J~  → J = {j : [j] ∈ J~ } обратимо, так как 
произвольному идеалу J = {j : [j] ∈ J~ } соответствует единственный иде-
ал J~  = {[f] ∈ k[x1,…,xn] / I : f ∈ J}. □ 
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Пример. Пусть I = < x3 – 4x > ⊂  R = R[x]. Так как R является обла-
стью главных идеалов, то каждый идеал в R порожден одним полино-
мом. Идеалы, содержащие I, – это в точности те идеалы, образующие ко-
торых делят x3 – 4x. Таким образом, факторкольцо R / I содержит в точ-
ности 8 идеалов: 

идеалы в R / I идеалы в R, содержащие I 
{[0]}, I, 

< [x] >, < [x(x – 2)] >, < [x – 2] >, 
< [x(x + 2)] >, < [x + 2] >, < [x2 – 4] > 

< x >, < x(x – 2) >, < x – 2 >, 
< x(x + 2) >, < x + 2 >, < x2 – 4 >, 

R / I R 
 

Здесь R / I = {[ax2 + bx + c] : a, b, c ∈ R}, так как любой f ∈ R[x] 
можно записать в виде f = q(x3 – 4x) + r, где q ∈ R[x], r = ax2 + bx + c, a, b, 
c ∈ R. 

Следствие 1. Каждый идеал в факторкольце k[x1,…,xn] / I конечно 
порожден. 

Доказательство. Пусть J~  – некоторый идеал в k[x1,…,xn] / I. На ос-
новании предложения 7 существует идеал J ⊂  k[x1,…,xn] такой, что I ⊂  J 
и J~  = {[j] : j ∈ J}. Из теоремы Гильберта о базисе идеал J конечно поро-
жден, т.е. J = < f1,…,fs >. Следовательно, любой элемент j ∈ J имеет вид j 
= h1f1 + … + hsfs, где hi ∈ k[x1,…,xn]. Отсюда [j] = [h1f1 + … + hsfs] = [h1][f1] 
+ … + [hs][fs]. Таким образом, классы [f1],…,[fs] порождают идеал J~  в 
k[x1,…,xn] / I. □ 

4.2. АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ В ФАКТОР-
КОЛЬЦАХ 

Предложение 1. Зафиксируем мономиальное упорядочение в 
k[x1,…,xn]. Пусть I – идеал в k[x1,…,xn], < LT(I) > – идеал, порожденный 
старшими членами полиномов из I. 

1) Каждый полином f ∈ k[x1,…,xn] сравним по модулю I с единст-
венным полиномом, который является k-линейной комбинацией мономов 
из дополнения к < LT(I) >. 

2) Элементы {xα : xα ∉ < LT(I) >} линейно независимы по модулю I, 
т.е. если ∑

α

α
α xc  ≡ 0 mod I, где xα принадлежит дополнению < LT(I) >, 

то cα = 0 для всех α. 
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Доказательство. 1) Пусть G – базис Грёбнера идеала I и f ∈ 
k[x1,…,xn]. Тогда f = q + r, где q ∈ G, r = 

G
f  – остаток от деления f на G. 

Из алгоритма деления имеем, что r – k-линейная комбинация мономов xα, 
где xα ∉ < LT(I) >. Единственность остатка r вытекает из свойств базиса 
Грёбнера. 

2) Если ∑
α

α
α xc  ≡ 0 mod I, то ∑

α

α
α xc ∈ I. Пусть существует α0 та-

кое, что 
0αc  ≠ 0. Тогда LT(∑

α

α
α xc ) ∈ < LT(I) >, что ввиду xα ∉ < LT(I) > 

невозможно. □ 
Предложение 2. Пусть I – идеал в k[x1,…,xn]. Тогда факторкольцо 

k[x1,…,xn] / I как векторное пространство изоморфно пространству S = 
Span(xα : xα ∉ < LT(I) >) (где Span обозначает линейную оболочку). 

Доказательство. Из предложения 1 следует, что отображение Φ : 
k[x1,…,xn] / I → S, определенное формулой Φ[f] = 

G
f  устанавливает вза-

имно однозначное соответствие между классами эквивалентности в 
k[x1,…,xn] / I и элементами из S. Докажем, что Φ линейно. Рассмотрим 
операцию сложения в k[x1,…,xn] / I. Пусть [f], [g] ∈ k[x1,…,xn] / I. Пред-
ложение 1 определяет стандартные представители [f], [g], которые явля-
ются остатками 

G
f , Gg  от деления f, g на базис Грёбнера G. Имеем f = a 

+ 
G

f , g = b + Gg , где a, b∈I. Отсюда f + g = a + b + 
G

f  + Gg  = c + 
G

gf + , где с ∈ I. При этом 
G

f  = ∑
α

α
α xc , Gg  = ∑

α

α
α xd , 

G
gf +  = 

∑
α

α
α xh , где суммирование происходит по таким α, что xα ∉ < LT(I) >. В 

силу единственности стандартного представителя [f + g] имеем 
G

f  + Gg  

= 
G

gf + . Следовательно, 
G

gf +  = ∑
α

α
αα + xdc )( . Таким образом, для 

стандартных представителей операция сложения в k[x1,…,xn] / I совпада-
ет с операцией сложения в k-векторном пространстве S = Span(xα : xα ∉ 

< LT(I) >). Пусть c ∈ k. Тогда cf = ca + c
G

f  = q + 
G

сf , где q ∈ I. В силу 

единственности стандартного представителя [cf] 
G

сf  = c
G

f . Следова-

тельно, 
G

сf  = ∑
α

α
α xсc , т.е. умножение на c в k[x1,…,xn] / I совпадает со 



109  

скалярным умножением в S. Таким образом, отображение Φ линейно и 
является изоморфизмом векторных пространств. □ 

Предложение 3. Пусть I – идеал в k[x1,…,xn] и пусть G – базис 
Грёбнера идеала I по отношению к некоторому мономиальному упоря-
дочению. Для каждого [f] ∈ k[x1,…,xn] / I найдем стандартный предста-
витель f  = 

G
f ∈ S, где S = Span(xα : xα ∉ < LT(I) >). Тогда 

1) f  + g  представляет [f] + [g]; 

2) 
G

gf ⋅  представляет [f][g]. 
Доказательство. 1) То, что f  + g  представляет [f] + [g], следует из 

доказательства предложения 2. Докажем 2). Имеем f = a + f , g = b + g , 

f g  = с + 
G

gf ⋅ , где a, b, c ∈ I. Отсюда fg = ab + b f  + a g  + c + 
G

gf ⋅  = 
h + f g , где h∈I. В силу единственности стандартного представителя [fg] 

= [f][g] имеем f g  = 
G

gf ⋅ , т.е. 
G

gf ⋅  представляет [f][g]. □ 

Теорема 1. Пусть V = V(I) – аффинное многообразие в Cn. Зафикси-
руем мономиальное упорядочение в С[x1,…,xn]. Следующие условия экви-
валентны: 

1) V – конечное множество; 
2) для любого i, где 1 ≤ i ≤ n, существует mi ≥ 0 такое, что im

ix ∈ 
< LT(I) >; 

3) если G – базис Грёбнера идеала I, то для любого i, где 1 ≤ i ≤ n, 
существует mi ≥ 0 такое, что im

ix  = LM(g) для некоторого g ∈ G; 
4) С-векторное пространство S = Span(xα : xα ∉ < LT(I) >) конечно-

мерно; 
5) С-векторное пространство С[x1,…,xn] / I конечномерно. 
Доказательство. 1) ⇒  2). Если V = ∅ , то 1 ∈ I. В этом случае для 

любого i можно взять mi = 0. Если V непусто, то зафиксируем i, и пусть 
aj, j = 1,…,l – различные комплексные числа, являющиеся i-ми координа-
тами точек из V. Рассмотрим полином от одной переменной f(xi) = 

∏
=

−
l

j
ji ax

1
)( . Так как f равен нулю в каждой точке из V, то f ∈ I(V(I)). Из 

теоремы о нулях следует, что существует m ≥ 1 такое, что f m ∈ I. Это оз-
начает, что LT(f m) ∈ < LT(I) >, т.е. xi

lm ∈ < LT(I) >. 
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2) ⇔  3). Пусть im
ix ∈ < LT(I) >. Так как G – базис Грёбнера идеала 

I, то < LT(I) > = < LT(g) : g ∈ G >. Из теории мономиальных идеалов сле-
дует, что существует g ∈ G такой, что LT(g) делит im

ix . Следовательно, 

LT(g) является степенью xi. Если im
ix  = LM(g), то очевидно, im

ix ∈ 
< LT(I) >. 

2) ⇒  4) Предположим, что некоторая степень im
ix  принадлежит 

< LT(I) > для каждого i, 1 ≤ i ≤ n. Тогда все мономы 1
1
αx … n

nx α , где αi ≥ 
mi хотя бы для одного i, принадлежат < LT(I) >. У мономов 1

1
αx … n

nx α , 
принадлежащих дополнению к < LT(I) > для любого i, 1 ≤ i ≤ n, αi < mi. 
Следовательно, число мономов в дополнении к < LT(I) > не превышает 
m1…mn. 

4) ⇔  5) следует из предложения 2. 
5) ⇒  1). Для доказательства конечности многообразия V достаточно 

доказать, что для каждого i множество i-х координат точек из V конечно. 
Для любого фиксированного i рассмотрим классы [xi

j] ∈ С[x1,…,xn] / I, 
где j = 0, 1, 2, …. Так как С[x1,…,xn] / I конечномерно, то элементы мно-
жества [xi

j] линейно зависимы в С[x1,…,xn] / I, т.е. существуют не все 

равные нулю постоянные cj и натуральные m такие, что ∑
=

m

j

j
ij xc

0
][  = 









∑
=

m

j

j
ij xc

0
 = [0]. 

Отсюда ∑
=

m

j

j
ij xc

0
∈ I. Этот полином равен нулю во всех точках из V. 

Так как ненулевой полином имеет лишь конечное число корней в C, то i-
я координата точек из V имеет лишь конечное число значений. □ 

Заметим, что условие k = C нужно только для доказательства им-
пликации 1) ⇒  2). Все другие утверждения справедливы, даже когда по-
ле k не является алгебраически замкнутым. □ 

Следствие 1. Пусть I – идеал в С[x1,…,xn] такой, что некоторая 
степень im

ix  для каждого i лежит в < LT(I) >. Тогда число точек мно-
гообразия V(I) не превышает m1…mn. 

Доказательство. Доказательство вытекает из п. 3 теоремы 1, предло-
жения 2 и доказательства импликации 2) ⇒  4) этой теоремы. □ 

Предложение 4. Пусть I – идеал в С[x1,…,xn] такой, что многооб-
разие V = V(I) конечно. 
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1) Число точек многообразия V не превышает размерности 
dim(С[x1,…,xn] / I) (dim обозначает размерность как векторного про-
странства над C). 

2) Если I – радикальный идеал, то число точек многообразия V рав-
но dim(С[x1,…,xn] / I). 

Доказательство. Докажем сначала, что для различных точек p1,…,pm 
∈ Cn существует полином f1 ∈ C[x1,…,xn] такой, что f1(p1) = 1, f1(pi) = 0, i 
= m,2 . Если a ≠ b в Cn, то a = (a1,…,an) и b = (b1,…,bn) различаются хотя 

бы одной координатой, например j-й. Тогда полином g = 
jj

jj

ba
bx

−

−
 облада-

ет тем свойством, что g(a) = 1, g(b) = 0. Применяя этот прием к каждой 
паре p1, pi, где 2 ≤ i ≤ m, мы получаем полиномы gi, i ≥ 2 такие, что gi(p1) 
= 1, gi(pi) = 0 для i = m,2 . Тогда полином f1 = g2g2…gm обладает тем свой-
ством, что f1(p1) = 1, f1(pi) = 0, i = m,2 . Указанным способом мы можем 
построить полиномы f2,…,fm такие, что fi(pi) = 1, а fi(pj) = 0, если i ≠ j. 

Пусть многообразие V = {p1,…,pm}, где все точки pi различны. По-
строим полиномы f1,…,fm, как указано выше. Покажем, что [f1],…,[fm] ∈ 
С[x1,…,xn] / I линейно независимы. Предположим вопреки утверждению, 

что классы [f1],…,[fm] линейно зависимы. Тогда ∑
=

m

i
ii fa

1
][  = [0], где ai ∈ C, 

причем среди ai имеются ненулевые. Это равенство означает, что g = 

∑
=

m

i
ii fa

1
∈ I, а поэтому g обращается в нуль во всех точках многообразия V 

= V(I) = {p1,…,pm}. Таким образом, для всех j, 1 ≤ j ≤ m, имеем 0 = g(pj) = 

∑
=

m

i
jii pfa

1
)(  = 0 + ajfj(pj) = aj, т.е. все aj = 0, а значит, классы [fj], j = m,1 , 

линейно независимы. Отсюда следует, что m ≤ dim(С[x1,…,xn] / I), что и 
завершает доказательство п. 1. 

Пусть теперь идеал I радикален. Покажем, что в этом случае 
[f1],…,[fm] образуют базис в С[x1,…,xn] / I. Линейная независимость клас-
сов уже доказана. Покажем, что линейная оболочка классов [fi] содержит 
все факторкольцо. Пусть [g] ∈ С[x1,…,xn] / I – произвольный элемент и ai 

= g(pi). Образуем полином h = g – ∑
=

m

i
ii fa

1
. Для всех j, где j = m,1 , h(pj) = 0, 

т.е. h ∈ I(V). Из теоремы Гильберта о нулях I(V) = I(V(I)) = I  в силу 
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алгебраической замкнутости поля С. Так как I радикален, то h ∈ I, т.е. [h] 

= [0] в С[x1,…,xn] / I. Следовательно, [g] = ∑
=

m

i
ii fa

1
][ . □ 

4.3. КООРДИНАТНОЕ КОЛЬЦО АФФИННОГО МНОГООБ-
РАЗИЯ 

Кольцо k[V] полиномиальных функций на аффинном многообразии 
V ⊂  kn можно отождествить с факторкольцом k[x1,…,xn] / I(V), ибо k[V] 
≅  k[x1,…,xn] / I(V). Полиномиальную функцию из k[V], которая представ-
лена полиномом f ∈ k[x1,…,xn], будем обозначать через [f]. В частности, 
каждая переменная xi определяет полиномиальную функцию [xi] : V → k, 
значением которой в точке p ∈ V является i-я координата этой точки. 
Любая функция из k[V] представляет k-линейную комбинацию произве-
дений полиномиальных функций [xi]. 

Определение 1. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. Тогда 
кольцо k[V] называется координатным кольцом многообразия V. 

Определение 2. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. 
1) Для любого идеала J = < φ1,…,φs > ⊂  k[V] определим множество 

VV(J) = {(a1,…,an) ∈ V : ∀  φ ∈ J φ(a1,…,an) = 0}, которое называется 
подмногообразием многообразия V. 

2) для любого W ⊂  V положим IV(W) = {φ ∈ k[V] : ∀  (a1,…,an) ∈ W 
φ(a1,…,an) = 0}. 

Определение 3. Идеал J ⊂  k[V] называется радикальным, если из 
включения [f]m ∈ J для некоторого m ≥ 1 следует, что [f] ∈ J. 

Определение 4. Пусть J ⊂  k[V] – некоторый идеал. Радикалом J  
идеала J называется множество J  = {[f] ∈ k[V] : ∃ m ∈ N [f]m ∈ J}. 

Предложение 1. Пусть V ⊂  kn – аффинное многообразие. 
1) Пусть J – идеал в k[V]. Тогда W = VV(J) – аффинное многообра-

зие в kn, которое расположено в V; 
2) Пусть W ⊂  V – некоторое подмножество. Тогда IV(W) – идеал в 

k[V]; 
3) Если J ⊂  k[V] – некоторый идеал, то J ⊂ J ⊂  IV(VV(J)); 
4) Если W ⊂  V – некоторое подмногообразие, то W = VV(IV(W)). 
Доказательство. 1) Для доказательства п. 1 воспользуемся взаимно 

однозначным соответствием между идеалами в k[V] и идеалами в 
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k[x1,…,xn], содержащими I(V). Пусть J~  = {f ∈ k[x1,…,xn] : [f] ∈ J} ⊂  
k[x1,…,xn] – идеал, который соответствует идеалу J ⊂  k[V]. Так как I(V) 
⊂ J~ , то V( J~ ) ⊂  V(I(V)) = V. Далее имеем V( J~ ) = VV(J), ибо элементами 
из J~  являются полиномиальные функции из J. Таким образом, W = VV(J) 
– аффинное многообразие в kn. 

2) Пусть W ⊂  V. Покажем, что IV(W) – идеал в k[V]. Очевидно, [g] = 
[0] ∈ IV(W), ибо g ≡ 0 mod I(V), а значит, для любого (a1,…,an) ∈ W 
g(a1,…,an) = 0. Если [f], [g] ∈ IV(W), то для любого (a1,…,an) ∈ W  
[f(a1,…,an)] = 0, [g(a1,…,an)] = 0. Следовательно, [f(a1,…,an)] + [g(a1,…,an)] 
= [(f + g)(a1,…,an)] = 0, т.е. [f + g] ∈ IV(W). Если [f] ∈ IV(W), то для любого 
[h] ∈ k[V]   [f(a1,…,an)][h(a1,…,an)] = [(fh)(a1,…,an)] = 0, т.е. [fh] ∈ IV(W). 

3) Пусть идеал J ⊂  k[V]. Если [f] ∈ J, то очевидно, [f] ∈ J , т.е. J 
⊂ J . Пусть [f] ∈ J . Тогда существует m ∈ N такое, что [f]m = [f m] ∈ J. 
Для любого (a1,…,an) ∈ VV(J) имеем [(f(a1,…,an))m] = 0. Отсюда 
[f(a1,…,an)] = 0, т.е. [f] ∈ IV(VV(J)). Значит, J ⊂  IV(VV(J)). 

4) Пусть W ⊂  V – некоторое подмногообразие в kn. Тогда I(V) ⊂  
I(W). Для идеала I = IV(W) = {f ∈ k[V] : ∀  (a1,…,an) ∈ W  [f(a1,…,an)] = 
0} соответствующим идеалом в k[x1,…,xn] является I~  = {f ∈ k[x1,…,xn] : 
[f] ∈ IV(W)}. Покажем, что I~  = I(W). Если f ∈ I~ , то [f] ∈ IV(W), а поэтому 
для любого (a1,…,an)   [f(a1,…,an)] = 0. Следовательно, f(a1,…,an) = 0, 
т.е. f ∈ I(W). Значит, I~ ⊂  I(W). Если f ∈ I(W), то для любого (a1,…,an) ∈ 
W f(a1,…,an) = 0. Последнее означает, что [f] ∈ IV(W), а поэтому f ∈ I~ . 
Таким образом, I(W) = I~ . Далее с учетом п. 1 имеем VV(IV(W)) = V( I~ ) = 
V(I(W)) = W. □ 

Предложение 2. Идеал J ⊂  k[V] радикален тогда и только тогда, 
когда радикальным является идеал J~  = {f ∈ k[x1,…,xn] : [f] ∈ J}. 

Доказательство. Пусть J – радикальный идеал в k[V] и f m ∈ J~  для 
некоторого m ∈ N. Тогда [f m] = [f]m ∈ J. Так как J радикален, то [f] ∈ J. 
Значит, f ∈ J~ , т.е. идеал J~  является радикальным. Пусть теперь J~  ради-
кален и [f]m ∈ J. Тогда [f]m = [f m] ∈ J, а поэтому f m ∈ J~ . Следовательно, f 
∈ J~  и [f] ∈ J, т.е. J – радикальный идеал. □ 

Теорема 1. Пусть поле k алгебраически замкнуто и V ⊂  kn – аф-
финное многообразие. 

1) (Теорема о нулях в k[V]). Если J – идеал в k[V], то IV(VV(J)) = 
J ; 

2) Отображения 
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являются биекциями, обращающими включение, и взаимно обратны; 
3) При отображениях, определенных в п. 2, точки многообразия V 

соответствуют максимальным идеалам в k[V]. 
Доказательство. 1) Пусть идеал J ⊂  k[V]. Идеалу J ⊂  k[V] соответ-

ствует идеал J~ ⊂  k[x1,…,xn]. На основании предложения 1 V( J~ ) = VV(J). 
Если [f] ∈ IV(VV(J)) = IV(V( J~ )), то для любого (a1,…,an) ∈ V( J~ )  
[f(a1,…,an)] = 0, т.е. f(a1,…,an) = 0. Следовательно, f ∈ I(V( J~ )). Из теоре-
мы о нулях в kn имеем I(V( J~ )) = J~ . Отсюда существует m ∈ N такое, 
что f m ∈ J~ . Тогда [f m] = [f]m ∈ J, а значит [f] ∈ J  в k[V]. Таким образом, 
IV(VV(J)) ⊂ J . Так как J ⊂  IV(VV(J)), то IV(VV(J)) = J . Теорема о 
нулях для k[V] доказана. 

2) Для любых W1 ⊂  W2 ⊂  V, где W1, W2 – аффинные многообразия, 
IV(W1) ⊃  IV(W2), ибо если [f] ∈ IV(W2), то для любого (a1,…,an) ∈ W2, а 
значит, и для любого (a1,…,an) ∈ W1  [f(a1,…,an)] = 0, т.е. [f] ∈ IV(W1). 
Далее для любых J1 ⊂  J2 ⊂  k[V], где J1, J2 – идеалы, VV(J1) ⊃  VV(J2), так 
как если (a1,…,an) ∈ VV(J2), то для любого [f] ∈ J2, а вместе с тем и для 
любого [f] ∈ J1  [f(a1,…,an)] = 0, т.е. (a1,…,an) ∈ VV(J1). Таким образом, 
отображения IV, VV обращают включения. 

Для любого W ⊂  V, где W – аффинное многообразие, VV(IV(W)) = W. 
Далее для любого J ⊂  k[V], где J – радикальный идеал, IV(VV(J)) = J . 
Таким образом, отображения IV, VV являются взаимно обратными биек-
циями между множеством аффинных многообразий и множеством ради-
кальных идеалов, обращающими включение. 

3) Доказывается так же, как соответствующая теорема о мономи-
альных идеалах в k[x1,…,xn]. □ 

Определение 5. Пусть V ⊂  km и W ⊂  kn – аффинные многообразия. 
Они называются изоморфными, если существуют полиномиальные ото-
бражения α : V → W и β : W → V таким, что α ◦ β = idW и β ◦ α = idV (для 
любого многообразия V через id обозначается тождественное отображе-
ние V на себя). 

Если W ⊂  kn изоморфно V = km, то существует взаимно однозначное 
полиномиальное отображение α : km → W, у которого есть полиномиаль-
ное обратное, т.е. в этом случае существует полиномиальная параметри-
зация многообразия W. 
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Предложение 3. Пусть V ⊂  km и W ⊂  kn – аффинные многообразия. 
1) Пусть α : V → W – полиномиальное отображение. Тогда для ка-

ждой полиномиальной функции φ : W → k композиция φ ◦ α : V → k так-
же является полиномиальной функцией. При этом отображение α* : 
k[W] → k[V], определенное формулой α*(φ) = φ ◦ α является кольцевым 
гомоморфизмом, тождественным на постоянных функциях. (Отметим, 
что α* «действует в противоположном направлении» по сравнению α, 
ибо отображает функции на W в функции на V. По этой причине α* на-
зывается отображением обратного образа на функциях). 

2) Обратно, пусть f : k[W] → k[V] – кольцевой гомоморфизм, тож-
дественный на постоянных функциях. Тогда существ ует единственное 
полиномиальное отображение α : V → W такое, что f = α*. 

Доказательство. 1) Пусть x1,…,xm – координаты в km ⊃  V, а y1,…,yn – 
координаты в kn ⊃  W. Тогда полиномиальная функция φ : W → k может 
быть представлена полиномом f(y1,…,yn), а полиномиальное отображение 
α : V → W может быть представлено n-набором полиномов: α(x1,…,xm) = 
(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)). Найдем φ ◦ α, подставляя α(x1,…,xm) в φ. 
Имеем (φ ◦ α)(x1,…,xm) = f(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)). Ясно, что φ ◦ α – 
полином от x1,…,xm. Таким образом, φ ◦ α ∈ k[V]. Определим теперь α* : 
k[W] → k[V] формулой α*(φ) = φ ◦ α. Покажем, что α* – кольцевой гомо-
морфизм. Пусть ψ – другая полиномиальная функция из k[W], представ-
ленная полиномом g(y1,…,yn). Тогда (α*(φ + ψ))(x1,…,xm) = 
f(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm))g(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) = α*(φ)(x1,…,xm) 
+ α*(ψ)(x1,…,xm), (α*(φ·ψ))(x1,…,xm) = f(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm))g(a1(x1, 
…,xm),…,an(x1,…,xm)) = α*(φ)(x1,…,xm)·α*(ψ)(x1,…,xm). Следовательно, 
α*(φ + ψ) = α*(φ) + α*(ψ), α*(φψ) = α*(φ)α*(ψ). Значит, α* – кольцевой 
гомоморфизм. 

Рассмотрим теперь постоянную функцию [a] ∈ k[W], а ∈ k, на W со 
значением a. Тогда α*([a]) = [a] ◦ α – постоянная функция на V с тем же 
значением a. Таким образом, отображение α* тождественно на констан-
тах. 

2) Пусть теперь f : k[W] → k[V] – кольцевой гомоморфизм, тождест-
венный на постоянных функциях. Покажем, что существует полиноми-
альное отображение α : V → W такое, что f = α*. Рассмотрим координат-
ные функции [y1],…,[yn] ∈ k[W]. Тогда f([yi]) ∈ k[V]. При этом f([yi]) = 
[ai(x1,…,xm)] ∈ k[V] для некоторых полиномов ai ∈ k[x1,…,xm]. Рассмот-
рим полиномиальное отображение α = (a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)). Дока-
жем, что α отображает V в W и что f = α*. Пусть F = ∑

γ

γ
γ yc ∈ k[y1,…,yn]. 

Тогда 
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[F ◦ α] = f([F])                                            (1).  

Действительно, [F ◦ α] = [F(a1,…,an)] = F([a1],…,[an]) = 
F(f([y1]),…,f([yn])). Так как f является кольцевым гомоморфизмом, тожде-
ственным на постоянных функциях, а [F] – k-линейная комбинация про-
изведений [yi], то f([F]) = f([F(y1,…,yn)]) = f(F([y1],…,[yn])) = f(∑

γ

γ
γ ][yd ) = 

∑
γ

γ
γ ])[( yfd  = F(f([y1]),…,f([yn])). Итак, равенство (1) доказано. 

Пусть (c1,…,cm) ∈ V. Покажем, что α(c1,…,cm) ∈ W. Если возьмем 
любую функцию F ∈ I(W), то [F] = 0 в k[W]. Так как f – кольцевой гомо-
морфизм, то f([F]) = 0 в k[V]. Из (1) следует, что [F ◦ α] – нулевая функ-
ция на V. В частности, [F ◦ α](c1,…,cm) = F(α(c1,…,cm)) = 0. Так как F – 
произвольная функция из I(W), а W = V(I(W)), то α(c1,…,cm) ∈ W. Таким 
образом, α отображает V в W. Отсюда следует с учетом (1), что для лю-
бой полиномиальной функции [F] ∈ k[W]   [F] ◦ α = f([F]). Так как 
α*([F]) = [F] ◦ α, то f = α*. Покажем теперь, что отображение α определе-
но однозначно. Пусть существует отображение β : V → W такое, что f = 
β*, и пусть β(x1,…,xm) = (b1(x1,…,xm),…,bn(x1,…,xm)). Тогда β*([yi]) = [yi] ◦ 
β = [bi(x1,…,xm)]. Но α*([yi]) = [ai(x1,…,xm)], а так как α* = f = β*, то для 
всех i  [ai] = [bi]. Таким образом, ai и bi определяют одну и ту же функ-
цию на V, а значит, α = (a1,…,an) и β = (b1,…,bn) определяют одно и то же 
отображение из V в W. Значит, α = β и единственность доказана. □ 

Теорема 2. Два аффинных многообразия V ⊂  km и W ⊂  kn изоморф-
ны тогда и только тогда, когда существует изоморфизм k[V] ≅ k[W] их 
координатных колец, тождественный на константах. 

Доказательство. Если V ⊂  km и W ⊂  kn изоморфны, то существуют 
взаимно обратные полиномиальные отображения α : V → W и β : W → V. 
Тогда α ◦ β = idW. Это означает, что для любого φ ∈ k[W]   (α ◦ β)*(φ) = 
idW*(φ) = (φ) ◦ idW = φ. С другой стороны  

(α ◦ β)*(φ) = φ ◦ (α ◦ β) = (φ ◦ α) ◦ β = α*(φ) ◦ β = 

= β*(α*(φ)) = (β* ◦ α*)(φ).                                 (2) 

Следовательно, (α ◦ β)* = β* ◦ α* = idk[W] как отображение из k[W] в 
себя. Аналогично, (β ◦ α)* = α* ◦ β* = idk[V]. На основании предложения 3 
заключаем, что α* : k[W] → k[V], где α*(φ) = φ ◦ α – изоморфизм k[V] ≅  
k[W] координатных колец многообразий V, W, тождественный на кон-
стантах. 
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Пусть теперь существует кольцевой изоморфизм f : k[W] → k[V], то-
ждественный на константах. Тогда f и 1−f  задаются полиномиальными 
отображениями из V в W и из W в V соответственно. Из предложения 3 
имеем f = α* для некоторого α : V → W и 1−f  = β* для некоторого β : W 
→ V. Покажем, что отображения α и β взаимно обратны. Рассмотрим 
композицию α ◦ β : W → W. Очевидно, что это отображение является по-
линомиальным. Для любой полиномиальной функции φ ∈ k[W] из (2) 
имеем 

(α ◦ β)*(φ) = β*(α*(φ)) = 1−f  (f(φ)) = φ.                   (3) 

Так как idW : W → W – полиномиальное отображение, и для любого φ 
∈ k[W]  idW*(φ) = φ, то из (3) заключаем, что (α ◦ β)* = idW*. Из единст-
венности полиномиального отображения получаем α ◦ β = idW. Аналогич-
но получаем, что β ◦ α = idV. Следовательно, α и β взаимно обратны. □ 

Лемма 1. Пусть ai, bi ∈ k[x1,…,xn], i = m,1 . Тогда a1a2…am – b1b2…bm 

∈ I, где I = < a1 – b1,…,am – bm > ⊂  k[x1,…,xn]. 
Доказательство вытекает из равенства a1a2…am – b1b2…bm = 

a1(a2…am – b2…bm) + b2…bm(a1 – b1) с использованием при этом метода 
математической индукции. 

Теорема 3. Аффинные многообразия V ⊂  km и W ⊂  kn изоморфны 
тогда и только тогда, когда существует полиномиальное отображение 
α : V → W, представленное n-набором полиномов α(x1,…,xm) = 
(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) и такое, что базис Грёбнера G идеала K = 
I(V) + < y1 – a1(x1,…,xm),…,yn – an(x1,…,xm)) > ⊂  k[x1,…,xm,y1,…,yn] по от-
ношению к lex-упорядочению, где каждое xi больше любого yj, обладает 
следующими свойствами: для любого i, i = n,1 , существуют gi ∈ G та-
кие, что gi = xi – hi, где hi ∈ k[y1,…,yn]. 

Доказательство. Пусть многообразия V и W изоморфны. Тогда суще-
ствуют полиномиальные отображения α : V → W и α – 1 : W → V, пред-
ставленные соответственно n-наборами полиномов α(x1,…,xm) = 
(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) и α – 1 (y1,…,yn) = (b1(y1,…,yn),…,bm(y1,…,yn)). 

Пусть I(W) = < p1,…,ps > ⊂  k[y1,…,yn]. Так как для любых (x1,…,xm) 
∈ V, (y1,…,yn) ∈ W, где yk = ak(x1,…,xm), k = n,1 , то для любого j, j = s,1 , и 
для любого (x1,…,xm) ∈ V pj(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) = 0, т.е. 
pj(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) ∈ I(V). Образуем идеал K = I(V) + < y1 – 
a1(x1,…,xm),…,yn – an(x1,…,xm) >, в котором при lex-упорядочении каждое 
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xi больше любого yj. Покажем, что для любого i, i = n,1 , xi – bi(y1,…,yn) 
∈ K. Имеем xi – bi(y1,…,yn) = xi – bi(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) + 
bi(a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) – bi(y1,…,yn). Так как bi(y1,…,yn) = 
∑
α

αα
α

n
ni yyc ...1

1 , то bi(a1,…,an) – bi(y1,…,yn) = ∑
α

αα
α

n
ni aac ...( 1

1  – 

)...1
1

n
nyy αα . На основании леммы 1 nn

nn yyaa αααα − ...... 11
11 ∈ < y1 – a1,…,yn 

– an >. Отсюда, с учетом того, что xi – bi(a1,…,an) ∈ I(V), заключаем, что 
xi – bi(y1,…,yn) ∈ K. Образуем базис Грёбнера идеала K по отношению к 
lex-упорядочению, где каждое xi больше любого yi. Из свойств базисов 
Грёбнера заключаем, что существуют gi ∈ G, где LT(gi) = LT(xi – 
bi(y1,…,yn)) = xi. Так как G

ix  – G
ib  = hi, где hi ∈ k[y1,…,yn], то отсюда по-

лучаем, что gi = xi – hi(y1,…,yn). 
Если существует полиномиальное отображение α : V → W, пред-

ставленное n-набором полиномов α(x1,…,xm) = (a1(x1,…,xm),…,an(x1,…,xm)) 
и такое, что в базисе Грёбнера G идеала K, где каждое xi больше любого 
yj, для любого i, i = m,1 , существуют gi ∈ G такие, что gi = xi – hi(y1,…,yn), 

то xi – hi(y1,…,yn) = ∑
=

−
n

j
mjjnmij xxqyyyxxq

1
111 ),...,()(,...,,,...,(  + w(x1,…,xm, 

y1,…,yn), где w(x1,…,xm, y1,…,yn) = ∑
α

αα νβ ),...,(),...,,,...,( 111 mnm xxyyxx , с 

να ∈ I(V), qij, βα ∈ k[x1,…,xm]. Отсюда для yj = aj(x1,…,xm) xi – hi(y1,…,yn) ∈ 
I(V), т.е. (h1(y1,…,yn),…,hm(y1,…,yn)) ∈ V. Следовательно, для отображе-
ния α : V → W существует обратное α – 1 : W → V, представленное n-
набором полиномов α – 1(y1,…,yn) = (h1(y1,…,yn),…,hm(y1,…,yn)). Таким об-
разом, многообразия V и W изоморфны. □ 

Определение 6. Пусть f1,…,fm ∈ k[x1,…,xn]. Через k[f1,…,fm] будем 
обозначать подмножество в k[x1,…,xn] вида k[f1,…,fn] = {f ∈ k[x1,…,xn] : ∃ 
g = ∑

α

αα
α

m
nyyg ...1

1 ∈ k[y1,…,ym] такой, что f = g(f1,…,fm) = 

∑
α

αα
α

m
mffg ...1

1 }. 

Множество k[f1,…,fn] является замкнутым относительно сложения и 
умножения и содержит все константы. Поэтому k[f1,…,fn] – подкольцо в 
k[x1,…,xn]. 

Определение 7. Пусть F = (f1,…,fm), где fi ∈ k[x1,…,xn], i = m,1 . По-
ложим IF = {h ∈ k[y1,…,ym] : h(f1,…,fm) = 0 в k[x1,…,xn]}. 
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Предложение 4. Пусть F = (f1,…,fm), где fi ∈ k[x1,…,xn], i = m,1 . То-
гда множество IF – простой идеал в k[y1,…,ym]. Идеал IF будем называть 
идеалом сизигий для F. 

Доказательство. Очевидно, 0 ∈ IF. Если h1, h2 ∈ IF, то h1(f1,…,fm) = 0, 
h2(f1,…,fm) = 0, т.е. h1 + h2 ∈ IF. Если h ∈ IF, то для любого p ∈ k[y1,…,ym]  
p(f1,…,fm)h(f1,…,fm) = 0, и значит, ph ∈ IF. Таким образом, IF – идеал в 
k[y1,…,ym]. Если fg ∈ IF, то f(f1,…,fm)g(f1,…,fm) = 0, т.е. f ∈ IF или g ∈ IF. □ 

Предложение 5. Пусть F = (f1,…,fm), где fi ∈k[x1,…,xn], i = m,1 , и 
пусть IF ⊂  k[y1,…,ym] – идеал сизигий для F. Тогда имеет место кольце-
вой изоморфизм 

k[y1,…,ym] / IF ≅  k[f1,…,fm]. 

Доказательство. Элементами факторкольца k[y1,…,ym] / IF являются 
[g], где g ∈ k[y1,…,ym]. Если [g] = [g1], то g – g1 ∈ IF. Определим отобра-
жение φ : k[y1,…,ym] / IF → k[f1,…,fm] следующим образом: φ([g]) = 
g(f1,…,fm). Так как каждый элемент из k[f1,…,fm] представлен некоторым 
полиномом g(f1,…,fm), то φ – отображение «на». Докажем инъективность 
φ. Пусть φ([g1]) = φ([g2]). Тогда g1(f1,…,fm) = g2(f1,…,fm), а значит, g1 – g2 ∈ 
IF. Следовательно, [g1] = [g2], т.е. φ инъективно. Если [g], [h] ∈ k[y1,…,ym] 
/ IF, то φ([g] + [h]) = φ([g + h]) = g(f1,…,fm) + h(f1,…,fm) = φ([g]) + φ([h]). 
Аналогично, φ([g][h]) = φ([g])φ([h]). Таким образом, φ сохраняет суммы 
и произведения и является инъективным отображением «на». □ 

Предложение 6. Пусть F = (f1,…,fm), где fi ∈ k[x1,…,xn], i = m,1 . То-
гда IF = JF I  k[y1,…,ym], где JF = < y1 – f1,…,ym – fm > ⊂ k[x1,…,xn,y1,…,ym]. 

Доказательство. Пусть g ∈ JF I  k[y1,…,ym]. Тогда g(y1,…,ym) = 

( )∑
=

−
m

i
nii xxfy

1
1 ),...,( hi(x1,…,xm, y1,…,ym), где hi ∈ k[x1,…,xm,y1,…,ym]. Сле-

довательно, g(f1,…,fm) = ∑
=

−
m

i
nini xxfxxf

1
11 )),...,(),...,(( hi(x1,…,xm, f1,…,fm), 

т.е. g ∈ IF. Пусть теперь g(y1,…,ym) ∈ IF. Тогда g(f1,…,fm) = 0. На основа-
нии леммы 1 g(y1,…,ym) = g(y1,…,ym) – g(f1,…,fm) ∈ JF, т.е. g(y1,…,ym) ∈ JF 
I  k[y1,…,ym]. □ 

Следствие 1. Пусть F = (f1,…,fm), где fi ∈ k[x1,…,xn], i = m,1 . Пусть в 
кольце k[x1,…,xn, y1,…,ym] задано мономиальное упорядочение исключаю-
щего типа такое, что моном, содержащий хотя бы одну из переменных 
x1,…,xn, больше любого монома из k[y1,…,ym]. Если G – базис Грёбнера 
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идеала JF = < y1 – f1,…,ym – fm > ⊂  k[x1,…,xn, y1,…,ym], то G I  k[y1,…,ym] 
является базисом Грёбнера идеала IF = JF I  k[y1,…,ym]. 

Предложение 7. Пусть даны полиномы fi ∈ k[x1,…,xn], где i = m,1 . 
Пусть задано мономиальное упорядочение в k[x1,…,xn, y1,…,ym] такое, 
что любой моном, содержащий хотя бы одну из переменных x1,…,xn, 
больше всех мономов из k[y1,…,ym]. Пусть G – базис Грёбнера идеала 
< y1 – f1,…,ym – fm > ⊂  k[x1,…,xn, y1,…,ym]. Пусть задан полином f ∈ 
k[x1,…,xn], а g = 

G
f  – остаток от деления f на G. Тогда 

1) f ∈ k[f1,…,fm] тогда и только тогда, когда g ∈ k[y1,…,ym]; 
2) если f ∈ k[f1,…,fm], то f = g(f1,…,fm). 
Доказательство. Пусть для идеала < y1 – f1,…,ym – fm > ⊂  k[x1,…,xn, 

y1,…,ym] базисом Грёбнера является G = {g1,…,gt}. Произведя алгорит-

мом деления деление f на G, имеем равенство: f = ∑
=

t

k
kk gA

1
 + g, где 

A1,…,At, g ∈ k[x1,…,xn, y1,…,ym]. Пусть g ∈ k[y1,…,ym]. Так как gk(x1,…,xn, 
y1,…,ym) ∈ < y1 – f1,…,ym – fm >, то gk(x1,…,xn, y1,…,ym) = 0, k = t,1 . Следо-

вательно, f(x1,…,xn) = ∑
=

t

k
mnkk ffxxgA

1
11 ),...,,,...,(~  + g(f1,…,fm) = g(f1,…,fm), а 

значит, f ∈ k[f1,…,fm]. Пусть теперь существует g ∈ k[y1,…,ym] такое, что f 
= g(f1,…,fm). На основании леммы 1 f – g(y1,…,ym) = g(f1,…,fm) – g(y1,…,ym) 

∈ < y1 – f1,…,ym – fm >. Следовательно, f – g(y1,…,ym) = ( )∑
=

−
m

k
kkk fyh

1
, т.е. f 

= ( )∑
=

−
m

k
kkk fyh

1
 + g(y1,…,ym). Образуем множество G′ = G I  k[y1,…,ym]. 

Не умаляя общности можно считать, что G′ = {g1,…,gs}, где s ≤ t. Пусть 
G

g
′
 = g′. Тогда g = ∑

=

s

i
ii gB

1
 + g′, где Bi, g′ ∈ k[y1,…,ym]. Таким образом, f = 

( )∑
=

−
m

k
kkk fyh

1
 + ∑

=

s

i
ii gB

1
 + g′ = ∑

=
−

m

k
kkk fyP

1
)(  + g′. Докажем, что g′ являет-

ся остатком от деления полинома f на G. Для этого достаточно показать, 
что ни один член полинома g′ не делится ни на один старший член из 
LT(G). Допустим противное, и пусть существует gi ∈ G такой, что LT(gi) 
делит некоторый член полинома g′. Так как g′ ∈ k[y1,…,ym], то LT(gi) со-
держит только переменные y1,…,ym. Следовательно, с учетом заданного 
мономиального упорядочения заключаем, что gi ∈ k[y1,…,ym]. Таким об-



121  

разом, gi ∈ G′. Так как g′ = 
G

g
′
, то LT(gi) не делит ни один из членов по-

линома g′. Получили противоречие. Таким образом, g′ = 
G

f . Итак, п. 1 
доказан. Докажем п. 2. Если f ∈ k[f1,…,fm], то из доказательства п. 1 сле-

дует, что f = ∑
=

−
m

k
kkk fyP

1
)(  + g′, где g′ = 

G
f  ∈ k[y1,…,ym]. Значит, f = 

g′(f1,…,fm). □ 

4.4. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ НА МНОГООБРАЗИИ 

Кольцо полиномов k[x1,…,xn] является подкольцом поля рациональ-

ных функций k(x1,…,xn) = {
),...,(
),...,(

1

1

n

n

xxg
xxf

 : f, g ∈ k[x1,…,xn], g ≠ 0}. 

Пусть R – некоторая область целостности. Тогда можно построить ее 
поле частных, которое обозначается QF(R). Элементами этого поля яв-

ляются «дроби» 
s
r , где r, s ∈ R, s ≠ 0. Сложение и умножение элементов 

из QF(R) определяем так: 
s
r  + 

u
t  = 

su
tsru +  и 

s
r ·

u
t  = 

su
rt . Так как R – об-

ласть целостности, то знаменатели и суммы, и произведения не равны 

нулю. Две дроби 
s
r  и 

s
r
′
′
 называются равными в QF(R), если rs′ = r′s. Лег-

ко видеть, что все аксиомы поля в QF(R) выполняются. Поле QF(R) со-

держит подмножество {
1
r  : r ∈ R}, которое является подкольцом, изо-

морфным R. 
Определение 1. Пусть V – неприводимое аффинное многообразие в 

kn. Тогда поле QF(k[V]) называется полем функций или полем рациональ-
ных функций на V и обозначается k(V). 

Явно поле функций k(V), где V ⊂  kn, можно задать так: k(V) = {
ψ
ϕ  : 

φ, ψ ∈ k[V], ψ ≠ 0} = {
][
][

g
f  : f, g ∈ k[x1,…,xn], g ∉ I(V)}. Элемент 

ψ
ϕ ∈ k(V) 

определяет функцию только на дополнении к VV(ψ). 
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Определение 2. Пусть V ⊂  kn, W ⊂  km – неприводимые аффинные 
многообразия. Рациональным отображением многообразия V на W на-
зывается функция φ вида 

φ(x1,…,xm) = (
),...,(
),...,(

11

11

m

m

xxg
xxf ,…,

),...,(
),...,(

1

1

mn

mn

xxg
xxf ),                  (1) 

где 
i

i

g
f

∈ k(x1,…,xm), которая удовлетворяет следующим условиям: 

1) φ определена хотя бы в одной точке из V; 
2) для любой точки (a1,…,am) ∈ V, в которой φ определена, 

φ(a1,…,am) ∈ W. 
Рациональное отображение φ : V → W может не быть функцией из V 

в W в обычном смысле, ибо она не обязательно определена всюду на V. 
Для рационального отображения будем использовать следующее обозна-
чение: φ : V – – →W. 

Из условия 1) следует, что множество точек, где рациональное ото-
бражение φ, заданное формулой (1), не определено, есть собственное 
подмногообразие VV(g1,…,gn) многообразия V. 

Определение 3. Пусть φ, ψ : V – – →W – рациональные отображе-

ния, заданные формулами: φ = (
1

1

g
f ,…,

n

n

g
f ), ψ = (

1

1

l
h ,…,

n

n

l
h ). Тогда φ и ψ 

называются равными, если для всех i, 1 ≤ i ≤ n,  fili – higi ∈ I(V). 
Предложение 1. Два рациональных отображения φ, ψ : V – – → W 

равны тогда и только тогда, когда существует собственное подмного-
образие V′ ⊂  V такое, что φ, ψ определены на V – V′ и для всех p ∈ V – V′ 
φ(p) = ψ(p). 

Доказательство. Пусть φ = (
1

1

g
f ,…,

n

n

g
f ), ψ = (

1

1

l
h ,…,

n

n

l
h ). Предполо-

жим, что φ и ψ равны в смысле определения 3, и пусть V1 = VV(g1,…,gn), 
V2 = VV(l1,…,ln). Так как многообразие V неприводимо, а V1, V2 – собст-
венные подмногообразия V, то и V′ = V1 U  V2 – собственное подмногооб-
разие в V. Так как φ, ψ определены на V – V′, а fili – higi ∈ I(V), где i = n,1 , 

то 
i

i

g
f

 и 
i

i

l
h

, i = n,1 , представляют одну и ту же функцию на V – V′, т.е. 

для всех p ∈ V – V′ φ(p) = ψ(p). 
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Пусть теперь наоборот φ и ψ определены и равны (как функции) на 

V – V′. Тогда для любого i = n,1  
i

i

g
f

 = 
i

i

l
h

 на V – V′. Отсюда fili – higi = 0 

на V – V′, а поэтому V = VV(fili – higi) U  V′. Так как V неприводимо, а V′ – 
собственное подмногообразие многообразия V, то V = VV(fili – higi). Та-
ким образом, fili – higi ∈ I(V). □ 

Определение 4. Пусть даны отображения φ : V – – → W, ψ : W – – → 
Z. Будем говорить, что композиция ψ ◦ φ определена, если существует p ∈ 
V такое, что φ определено в р, а ψ определено в φ(р). 

Предложение 2. Пусть φ : V – – → W, ψ : W – – → Z – рациональные 
отображения такие, что композиция ψ ◦ φ определена. Тогда существу-
ет собственное подмногообразие V′ ⊂  V, такое, что 

4) φ определено на V – V′, а ψ определено на φ(V – V′); 
5) ψ ◦ φ : V – – → Z – рациональное отображение, определенное на 

V – V′. 
Доказательство. Пусть φ и ψ имеют вид: 

φ(x1,…,xm) = (
),...,(
),...,(

11

11

m

m

xxg
xxf ,…,

),...,(
),...,(

1

1

mn

mn

xxg
xxf ), 

ψ(y1,…,yn) = (
),...,(
),...,(

11

11

n

n

yyl
yyh

,…,
),...,(
),...,(

1

1

ns

ns

yyl
yyh ). 

Тогда j-я координата отображения ψ ◦ φ равна 
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n
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n

n
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g
fl
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f

g
fh
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,...,

1

1

1

1

 и, оче-

видно, является рациональной функцией от x1,…,xm. Для представления в 

виде частного полиномов запишем ее в виде 
j

j

Q
P

 = 



















n

n
j

M
n

n

n
j

M
n

g
f

g
flgg

g
f

g
fhgg

,...,)...(

,...,)...(

1

1
1

1

1
1

, где M – достаточно большое натуральное число. 

Положим v′ = VV([Q1],…,[Qs], [g1…gn]) ⊂  V. Тогда φ определена на V – 
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V′, а ψ определена на φ(V – V′). Покажем, что V ≠ V′. По условию сущест-
вует p ∈ V такое, что φ определено в р, а ψ определено в φ(р). Это озна-
чает, что для любого i, где i = n,1 , gi(p) ≠ 0, а для любого j, где j = s,1  

lj( )(
)(

1

1

pg
pf ,…,

)(
)(

pg
pf

n

n ) ≠ 0. Значит, для любого j Qj(p) ≠ 0, а поэтому p ∈ V 

– V′. □ 
Определение 5. 1) Два неприводимых многообразия V ⊂  km и W ⊂  

kn называются бирационально эквивалентными, если существуют рацио-
нальные отображения φ : V – – → W, ψ : W – – → V, такие, что компози-
ции ψ ◦ φ и φ ◦ ψ определены (в смысле определения 4) и равны (в смыс-
ле определения 3) тождественным отображениям idV и idW соответствен-
но. 

2) Многообразие называется рациональным, если оно бирациональ-
но эквивалентно пространству kn для некоторого n. 

Теорема 1. Два неприводимых многообразия V и W бирационально 
эквивалентны тогда и только тогда, когда существует изоморфизм 
k[V] ≅  k[W] их полей функций, тождественный на константах (по оп-
ределению два поля изоморфны как коммутативные кольца). 

Доказательство. Предположим, что V и W бирационально эквива-
лентны и φ : V – – → W, ψ : W – – → V – соответствующие отображения. 
Определим отображение φ* : k(W) → k(V) формулой φ*(f) = f ◦ φ и дока-
жем, что это изоморфизм. Для этого докажем сначала, что для любого f 
∈ k(W) функция f ◦ φ определена в некоторой точке многообразия V. Из 
предложения 2 следует, что существует собственное подмногообразие 
W1 ⊂  W такое, что ψ определено на W – W1, а φ определено на ψ(W – W1). 
Из предложения 1 с учетом φ ◦ ψ = idW заключаем, что существует собст-
венное подмногообразие W2 ⊂  W такое, что φ ◦ ψ тождественно на W – 
W2. Так как W неприводимо, то W′ = W1 U  W2 – собственное подмногооб-
разие многообразия W. Таким образом, существует собственное подмно-
гообразие W′ ⊂  W такое, что ψ определено на W – W′, φ определено на 
ψ(W – W′), а φ ◦ ψ тождественно на W – W′. Если f ∈ k(W), то существует 
собственное подмногообразие W′′ ⊂  W такое, что f определена на W – 
W′′. Так как W неприводимо, то W′ U  W′′ ≠ W. Возьмем любую функцию 
g ∈ W – (W′ U  W′′). Тогда отображение φ определено в точке p = ψ(q) ∈ 
V, а так как φ(р) = q ∉ W′′, то f определена в φ(р). Итак, доказано, что f ◦ φ 
определена в некоторой точке многообразия V. Из определения 3 заклю-
чаем, что функция φ*(f) = f ◦ φ существует как элемент из поля k(V). Та-
ким образом, существует отображение φ* : k(W) → k(V). Покажем, что φ* 
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– кольцевой гомоморфизм. Наряду с f возьмем произвольную функцию g 
∈ k(W). Тогда φ*(f + g) = (f + g) ◦ φ = (f ◦ φ) + (g ◦ φ) = φ*(f) + φ*(g). Ана-
логично, φ*(fg) = φ*(f)φ*(g). Возьмем теперь постоянную функцию a ∈ 
k(W), где а ∈ k, со значением а. Тогда φ*(а) = а ◦ φ является постоянной 
функцией на k(V) с тем же значением a. Аналогично кольцевому гомо-
морфизму φ* : k(V) → k(W) может быть построен кольцевой гомомор-
физм ψ* : k(V) → k(W). Покажем теперь, что отображения φ*, ψ* взаимно 
обратны. Рассмотрим функцию (ψ* ◦ φ*)(f) = ψ*(φ*(f)) = φ*(f) ◦ ψ = f ◦ φ ◦ 
ψ, где f ∈ k(W). В наших обозначениях функция f ◦ φ ◦ ψ равна f как 
функция на множестве W – (W′ U  W′′). На основании предложения 1 f ◦ φ 
◦ ψ = f в k(W). Отсюда ψ* ◦ φ* = idk(W). Аналогично, φ* ◦ ψ* = idk(V). Таким 
образом, φ* : k(W) → k(V) является изоморфизмом полей. 

Пусть теперь существует изоморфизм полей φ* : k(W) → k(V), тож-
дественный на константах. Тогда φ* и ψ* = (φ*) – 1 задаются рациональ-
ными отображениями из V в W и из W в V соответственно. При этом ото-
бражению φ* : k(W) → k(V) соответствует рациональное отображение φ : 
V – – → W такое, что для любого f ∈ k(W)  φ*(f) = f ◦ φ. Аналогично, 
отображению ψ* = (φ*) – 1 : k(V) → k(W) соответствует рациональное ото-
бражение ψ : W – – → V. Покажем, что отображения φ и ψ взаимно об-
ратны. Рассмотрим композицию φ ◦ ψ : W – – → W. Очевидно, что это 
рациональное отображение, причем для любого f ∈ k(W) 

 (φ ◦ ψ)*(f) = f ◦ φ ◦ ψ = ψ*(f ◦ φ) = ψ*(φ*(f)) = (φ*) – 1(φ*(f)) = f.    (2) 

Но idW : W – – → W – рациональное отображение, причем для любого 
f ∈ k(W)  idW*(f) = f. Согласно (2) (φ ◦ ψ)* = idW*, а тогда из предложе-
ния 1 заключаем, что φ ◦ ψ = idW. Аналогично, ψ ◦ φ = idV. □ 
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ГЛАВА 5. ПРОЕКТИВНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 

5.1. ПРОЕКТИВНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И ОДНОРОДНЫЕ 
ИДЕАЛЫ 

Рассмотрим отношение эквивалентности ~ на множестве ненулевых 
точек аффинного пространства kn + 1, полагая (x0′,…,xn′) ~ (x0,…,xn), если 
существует ненулевой элемент λ ∈ k такой, что (x0′,…,xn′) = λ(x0,…,xn). 
Обозначим через 0 нулевой вектор (0,…,0) ∈ kn + 1. 

Определение 1. n-мерным проективным пространством Pn(k) над 
полем k называется множество классов эквивалентности в kn + 1 – {0} по 
отношению ~, т.е. Pn(k) = (kn + 1 – {0}) / ~. Каждый ненулевой (n + 1) мер-
ный вектор (x0,…,xn) ∈ kn + 1 определяет точку p ∈ Pn(k), при этом 
(x0,…,xn) называются однородными координатами точки р. 

Предложение 1. Пусть U0 = {(х0,…,xn) ∈ Pn(k) : x0 ≠ 0}. Тогда ото-
бражение φ, переводящее точку (а0,…,аn) ∈ kn в точку (1, а0,…,аn) ∈ 
Pn(k), устанавливает взаимно однозначное соответствие между kn и U0 
⊂  Pn(k). 

Доказательство. Так как первая координата точки φ(а0,…,аn) = (1, 
а0,…,аn) не равна нулю, то образ отображения принадлежит U0. Опреде-
лим обратное отображение ψ : U0 → kn следующим образом. Пусть p = 

(x0,…,xn) ∈ U0. Тогда x0 ≠ 0, а значит, р = (1, 
0

1

x
x ,…,

0x
xn ). Положим ψ(p) = 

(
0

1

x
x ,…,

0x
xn ) ∈ kn. Отображение ψ определено корректно, ибо каждому p = 

(x0,…,xn) ∈ U0 сопоставляется единственная точка (
0

1

x
x ,…,

0x
xn ) ∈ kn. Ото-

бражения φ и ψ взаимно обратны, так как φ ◦ ψ = 
0

idU , ψ ◦ φ = nkid . □ 
Из определения множества U0 имеем Pn(k) = U0 U  H, где  

Н = {p ∈ Pn(k) : p = (0, x1,…,xn)}.                          (1) 

Отождествляя U0 с kn, будем называть Н бесконечно удаленной гиперпло-
скостью. Из (1) следует, что точки Н определяются n-наборами (x1,…,xn), 
причем два набора определяют одну и ту же точку из Н тогда и только 
тогда, когда каждый из наборов является скалярным кратным другого 
(нужно просто игнорировать первую нулевую координату из Н). Таким 
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образом, Н можно считать копией проективного пространства Pn-1(k) на 
единицу меньшей размерности. Отождествляя U0 с kn, а Н с Pn-1(k), мож-
но записать  

Pn(k) = kn U  Pn – 1(k).                                     (2) 

Следствие 1. Для каждого i, i = n,0  определим подмножество Ui = 
{(х0,…,xn) ∈ Pn(k) : xi ≠ 0}. Тогда 

1) Точки каждого множества Ui находятся во взаимно однозначном 
соответствии с точками пространства kn; 

2) Дополнение Pn(k) – Ui может быть отождествлено с Pn – 1(k); 

3) Pn(k) = U
n

i
iU

0=
. 

Доказательство. 1) следует из предложения 1, 2) – из формулы (2). 
Докажем 3). Пусть р = (x0,…,xn) ∈ Pn(k). Тогда существует i такое, что xi 

≠ 0, а значит, p ∈ Ui. Следовательно, Pn(k) ⊂ U
n

i
iU

0=
. Обратное включение 

очевидно. □ 
Определение 2. Полином f ∈ k[x1,…,xn] называется однородным 

полной степени m, если каждый член из f имеет полную степень m. 
Предложение 2. Пусть f ∈ k[x1,…,xn] – однородный полином. Если f 

обращается в нуль в точке p ∈ Pn(k) для какого-то конкретного набора 
ее однородных координат, что f обращается в нуль при любом выборе ее 
координат. В частности, V(f) = {p ∈ Pn(k) : f(p) = 0} – это корректно 
определенное подмножество в Pn(k). 

Доказательство. Пусть (а0,…,аn) и (λа0,…,λаn) – два набора однород-
ных координат точки p ∈ Pn(k). Предположим, что f(а0,…,аn) = 0 и что f – 
однородный полином полной степени d. Тогда каждый член в f имеет вид  

C 0
0

αx  … n
nx α                                               (3),  

где α0 +… + αn = d. Подставляя в (3) λai вместо xi, имеем C 0)л( 0
αa  … 

n
na αλ )(  = λdC 0

0
αa  … n

na α . Суммируя по всем членам полинома f, полу-
чаем f(λа0,…,λаn) = λdf(а0,…,аn) = 0. □ 

Если даже f и однороден, но уравнение f = a не имеет смысла в Pn(k), 
если а ≠ 0, а ∈ k. 

Определение 3. Пусть f1,…,fs ∈ k[x1,…,xn] – однородные полиномы. 
Положим V(f1,…,fs) = {(а0,…,аn) ∈ Pn(k) : fi(а0,…,аn) = 0, 1 ≤ i ≤ s}. 
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V(f1,…,fs) называется проективным многообразием, определенным поли-
номами f1,…,fs. 

Предложение 3. Рассмотрим проективное многообразие V = 
V(f1,…,fs). Тогда W = V I  U0 может быть отождествлено с аффинным 
многообразием V(g1,…,gs) ⊂  kn, где gi(y1,…,yn) = fi(1, y1,…,yn), 1 ≤ i ≤ s. 
При этом полиномы gi называются дегомогенизацией полиномов 
fi(y0,…,yn) относительно переменной y0.  

Доказательство. Рассмотрим отображение ψ : U0 → kn из предложе-
ния 1. Пусть (a1,…,an) ∈ ψ(W) = ψ(V I  U0). Тогда (1, a1,…,an) ∈ U0, 
gi(a1,…,an) = fi(1, a1,…,an) = 0, т.е. (a1,…,an) ∈ V(g1,…,gs). Следовательно, 
ψ(W) ⊂  V(g1,…,gs). Наоборот, если (a1,…,an) ∈ V(g1,…,gs), то (1, a1,…,an) 
∈ U0, причем fi(1, a1,…,an) = gi(a1,…,an) = 0. Поэтому (1, a1,…,an) ∈ V, а 
значит, (1, a1,…,an) ∈ V I  U0. Отсюда ψ(1, a1,…,an) = (a1,…,an) ∈ ψ(W), 
т.е. V(g1,…,gs) ⊂  ψ(W). Таким образом, ψ(W) = V(g1,…,gs). □ 

Следствие 2. Рассмотрим проективное многообразие V = V(f1,…,fs), 
определенное однородными полиномами fi ∈ k[x1,…,xn]. Тогда подмноже-
ство W = V I  Ui может быть отождествлено с аффинным многообра-
зием V(g1,…,gs) ⊂  kn, где полиномы gj(x0,…,xi – 1, xi + 1,…,xn) = fj(x0,…,xi – 1, 
1, xi + 1,…,xn), i = s,1 , называются дегомогенизацией полиномов fj(y0,…,yn) 
относительно переменной yi. 

Доказательство вытекает из предложения 3 и следствия 1. □ 
Предложение 4. Пусть g ∈ k[x1,…,xn] – полином полной степени d. 

1) Запишем g в виде g = ∑
=

d

i
ig

0
, где gi – однородный полином полной 

степени i. Тогда gh(x0,…,xn) = ∑
=

−
d

i

id
ni xxxg

0
01 ),...,(  является однородным 

полиномом в k[x1,…,xn] полной степени d, который называется гомоге-
низацией полинома g; 

2) Имеет место формула gh = x0
dg(

0

1

x
x ,…,

0x
xn ). 

3) Дегомогенизация полинома gh относительно переменной y0 дает 
снова g, т.е. gh(1, x1,…,xn) = g(x1,…,xn). 

4) Пусть F(x0,…,xn) – однородный полином, и пусть x0
l – наивысшая 

степень переменной x0, которая делит F. 
Пусть f = F(1, x1,…,xn) – дегомогенизация полинома F. Тогда F = 

x0
lf h. 
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Доказательство. 1) Полином gh является однородным полиномом 
полной степени d в k[x1,…,xn], так как gi(x1,…,xn)x0

d – i – однородный по-
лином в k[x1,…,xn] полной степени d. 

2) Так как gi – однородные полиномы полной степени i, то 

gh(x0,…,xn) = ∑
=

−
d

i

id
ni xxxg

0
01 ),...,(  = ∑

=

−
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i
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i xx
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x
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00

00
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dd
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00

1 ,...,
x
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3) Так как gh(x0,…,xn) = ∑
=

−
d

i

id
ni xxxg

0
01 ),...,( , то gh(1, x0,…,xn) = 

∑
=

d

i
ni xxg

0
1 ),...,( , т.е. дегомогенизация полинома gh дает g. 

4) Если F(x0,…,xn) – однородный полином полной степени d, а x0
l – 

наивысшая степень переменной x0, которая делит F, то G = lx
F

0

 – одно-

родный полином полной степени d – l. Тогда f = F(1, x1,…,xn) = G(1, 

x1,…,xn). Из п. 2) имеем f h = x0
d – lG(1, 

0

1

x
x ,…,

0x
xn ) = x0

d – lG(x0, x1,…,xn)x0
- (d-l) 

= G(x0, x1,…,xn). Следовательно, F = x0
lG = x0

lf h. □ 
Если дано аффинное многообразие W = V(g1,…,gs) ⊂  kn, то гомоге-

низация уравнений, определяющих W, дает на основании предложения 4 
проективное многообразие V = V(g1

h,…,gs
h) ⊂  Pn(k). На основании пред-

ложения 3 V I  U0 = W, т.е. исходное аффинное многообразие W является 
аффинной частью проективного многообразия V. Заметим, что проектив-
ное многообразие V, вообще говоря, определяется неоднозначно. 

Лемма 1. Пусть поле k бесконечно. Если полином f ∈ k[x0,…,xn] об-
ращается в нуль в точке p ∈ Pn(k) на всех наборах ее однородных коор-
динат, то каждая однородная компонента fi полинома f обращается в 
нуль в p. 

Доказательство. Представим f в виде суммы однородных компонент 

f = ∑
=

s

i
if

0
, где fi, i = s,0  – однородные полиномы полной степени i. Если f 

обращается в нуль в точке p = (a0,…,an) на всех наборах ее однородных 
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координат, то для любого λ ∈ k, λ ≠ 0 f(λa0,…,λan) = ∑
=

λ
s

i
ni

i aaf
0

0 ),...,(  = 

0. Так как поле k бесконечно, то для всех i, i = s,0 , fi(a0,…,an) = 0. □ 

Определение 4. Идеал I ⊂  k[x0,…,xn] называется однородным, если 
для любого f ∈ I однородные компоненты f также принадлежат I. 

Теорема 1. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn]. Следующие условия эквива-
лентны: 

1) I – однородный идеал; 
2) I = < f1,…,fs >, где полиномы fi, i = s,0  являются однородными; 
3) редуцированный базис Грёбнера идеала I (по отношению к любо-

му мономиальному упорядочению) состоит из однородных полиномов. 
Доказательство. 1) ⇒  2). Пусть I – однородный идеал. На основании 

теоремы Гильберта о базисе I = < F1,…,Ft >, где Fj ∈ k[x0,…,xn], j = t,1 . 
Представим каждый полином Fj в виде суммы однородных компонент: Fj 
= ∑

i
jiF , где Fji – однородные полиномы. Так как I – однородный идеал и 

Fj ∈ I, то каждый полином Fji ∈ I. Рассмотрим идеал I′, порожденный 
всеми однородными полиномами Fji. Так как каждый полином Fj являет-
ся суммой образующих идеала I′, то Fj ∈ I′. Следовательно, I ⊂  I′. С дру-
гой стороны, так как все Fji ∈ I, то I′ ⊂  I. Отсюда I = I′, при этом идеал I 
имеет базис, состоящий из однородных полиномов Fji. 

2) ⇒  3). Пусть задан идеал I = < f1,…,fs >, где полиномы fi ∈ 
k[x0,…,xn] являются однородными. Фиксируем произвольное мономиаль-
ное упорядочение. Положим F = {f1,…,fs}. Для нахождения базиса Грёб-
нера идеала I рассмотрим S-полиномы S(fi, fj). Имеем S(fi, fj) = 

j
j

i
i

f
f

xf
f

x ijij

)LT()LT(

γγ

− , где ijx γ  = LCM(LM(fi), LM(fj)). Так как fi,fj одно-

родны, то S(fi,fj) – однородный полином, полная степень которого равна 
полной степени монома ijx γ . Из анализа алгоритма деления в случае од-
нородных полиномов в k[x0,…,xn] заключаем, что 

F
ji ffS ),(  – однород-

ный полином, полная степень которого равна полной степени S(fi, fj). От-
сюда на основании алгоритма Бухбергера заключаем, что базис Грёбнера 
идеала I состоит из однородных полиномов. Редуцированный базис 
Грёбнера идеала I состоит из однородных полиномов, так как все реду-
цированные элементы этого идеала являются однородными полиномами. 
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3)⇒ 1). Пусть I = < f1,…,fs >, где F = {f1,…,fs} – редуцированный ба-

зис Грёбнера идеала I. Возьмем любой элемент f ∈ I. Тогда f = ∑
=

s

j
jj fA

1
, 

где Aj ∈ k[x0,…,xn]. Представим Aj в виде суммы однородных компонент: 

Aj = ∑
=

d

i
jiA

1
. Подставляя Aj в f и собирая вместе члены одинаковой полной 

степени d, заключаем, что произвольная однородная компонента поли-

нома f имеет вид ∑
=

s

j
jji fA

1
, где сумма полных степеней однородных по-

линомов Aji, fj равна d. Следовательно, произвольная однородная компо-
нента полинома f принадлежит I, т.е. идеал I является однородным. □ 

Следствие 3. Пусть I1, I2 – однородные идеалы в k[x0, x1,…,xn]. Тогда 
I1 + I2, I1I2, I1 I  I2 являются однородными идеалами в k[x0, x1,…,xn]. 

Определение 5. Пусть I ⊂  k[x0,…,xn] – однородный идеал. Положим 
V(I) = {p ∈ Pn(k) : для ∀  f ∈ I f(p) = 0}. 

Предложение 5. Пусть I ⊂  k[x0,…,xn] – однородный идеал и пусть I 
= < f1,…,fs >, где fi ∈ k[x0,…,xn], i = s,1  – однородные полиномы. Тогда 
множество V(I) – проективное многообразие, причем V(I) = V(f1,…,fs). 

Доказательство. Пусть p ∈ V(I). Тогда для любого f ∈ I f(p) = 0. 
Так как fi ∈ I, i = s,1 , то fi(p) = 0, i = s,1 . Следовательно, p ∈ V(f1,…,fs), а 
значит, V(I) ⊂  V(f1,…,fs). 

Пусть теперь p ∈ V(f1,…,fs). Тогда fi(p) = 0, i = s,1 . Возьмем любой 

элемент f ∈ I. Имеем f = ∑
=

s

j
jj fA

1
, где Aj ∈ k[x0,…,xn]. Следовательно, f(p) 

= 0, т.е. p∈V(I). □ 
Предложение 6. Пусть V ⊂  Pn(k) – проективное многообразие. По-

ложим I(V) = {f ∈ k[x0,…,xn] : ∀  (a0,…,an) ∈ V f(a0,…,an) = 0} (это озна-
чает, что f обращается в нуль на всех наборах однородных координат 
всех точек из V). Тогда, если k бесконечно, то I(V) является однородным 
идеалом в k[x0,…,xn]. 

Доказательство. Множество I(V) является идеалом, так как оно 
замкнуто относительно сложения и относительно умножения на элемен-
ты из кольца k[x0,…,xn]. Пусть теперь f ∈ I(V). Возьмем любую фиксиро-
ванную точку p ∈ V. По условию f обращается в нуль на всех наборах 
(a0,…,an) однородных координат точки p. Так как поле k бесконечно, то 
на основании леммы 1 заключаем, что все однородные компоненты fi по-
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линома f равны нулю в (a0,…,an). Следовательно, fi ∈ I(V), т.е. идеал I(V) 
является однородным. □ 

Теорема 2. Пусть поле k бесконечно. Тогда отображения 

проективные многообразия →I  однородные идеалы 

и 

однородные идеалы →V  проективные многообразия 

обращают включение. При этом для любого проективного многообразия 
V(I(V)) = V, т.е. отображение I инъективно. 

Доказательство аналогично доказательству соответствующего аф-
финного случая. 

Определение 6. Многообразие V ⊂  Pn(k) называется неприводимым, 
если оно не может быть представлено в виде объединения двух строго 
меньших проективных многообразий. 

Теорема 3. Пусть k – произвольное поле. 
1) Рассмотрим убывающую цепь проективных многообразий в Pn(k) 

V1 ⊃  V2 ⊃  V3 ⊃  …. Тогда существует N ∈ N такое, что VN = VN + 1 = …. 
2) Каждое проективное многообразие V ⊂  Pn(k) может быть един-

ственным образом представлено в виде объединения неприводимых про-
ективных многообразий: V = V1 U  …U  Vm, где Vi ⊄  Vj при i ≠ j. 

Доказательство аналогично соответствующему аффинному случаю. 
Радикал однородного идеала I определяется обычным образом: I  

= {f ∈ k[x0,…,xn] : ∃ m ∈ N такое, что f m ∈ I}. 
Предложение 7. Пусть I ⊂  k[x0,…,xn] – однородный идеал. Тогда 

радикал I  также является однородным идеалом. 
Доказательство. Пусть f ∈ I . Тогда ∃ m ∈ N такое, что f m ∈ I. 

Представим f в виде суммы однородных компонент: f = ∑
i

if  = fmax + 

∑
<maxi

if , где fmax – это ненулевая однородная компонента полинома f мак-

симальной полной степени. Имеем (f m)max = (fmax)m. Так как идеал I явля-
ется однородным, то (f m)max ∈ I. Следовательно, (fmax)m ∈ I, т.е. fmax ∈ I . 
Положим теперь g = f – fmax. Тогда g ∈ I . Отсюда gmax ∈ I , при этом 
gmax представляет одну из компонент полинома f. Повторяя это рассуж-
дение, мы в конце концов докажем, что все однородные компоненты по-
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линома f принадлежат I . Таким образом, радикал I  является одно-
родным идеалом. □ 

Лемма 2. Пусть I ⊂  k[x1,…,xn] – идеал и пусть I ⊂ J . Тогда суще-
ствует m ∈ N такое, что Im ⊂  J. 

Доказательство. На основании теоремы Гильберта о базисе I = 
< f1,…,fs >, где fi ∈ k[x1,…,xn]. Так как для любого i, i = s,1 , fi ∈ J , то 
существует ni ∈ N такое, что in

if ∈ J. Положим n = max{n1,…,ns}. Тогда 
для любого i, i = s,1 , fi

n ∈ J. Покажем, что Ins ⊂  J. Возьмем любой эле-
мент f ∈ Ins. На основании определения умножения идеалов имеем f = 
∑
α

αα
α

s
sffa ...1

1 , где aα ∈ k[x1,…,xn], α1 + … + αs = ns. Следовательно, су-

ществует j, 1 ≤ j ≤ s, такое, что αj ≥ n, т.е. j
jf α ∈ J. Отсюда для любого α 

s
sffa αα

α ...1
1 ∈ J, т.е. f ∈ J. Таким образом, существует m = ns такое, что 

Ins ⊂  J. □ 
Теорема 4 (проективная слабая теорема о нулях). Пусть поле k 

алгебраически замкнуто и I ⊂  k[x0,…,xn] – однородный идеал. Следую-
щие условия эквивалентны: 

1) многообразие V(I) ⊂  Pn(k) пусто; 
2) если G – редуцированный базис Грёбнера идеала I (по отношению 

к некоторому мономиальному упорядочению), то для любого i, i = n,0 , 
существует полином g ∈ G такой, что LT(g) является неотрицатель-
ной степенью полинома xi; 

3) для любого i, i = n,0 , существует mi ∈ Z ≥ 0 такое, что im
ix ∈ I; 

4) существует r ∈ N такое, что < x0,…,xn > r ⊂  I. 
Доказательство. Во избежание путаницы для аффинного случая бу-

дем использовать обозначения Va, Ia. Для заданного идеала I образуем 
проективное многообразие V = V(I) ⊂  Pn(k), а также аффинное многооб-
разие CV = Va(I) ⊂  kn + 1. Заметим, что если I = < f1,…,fs >, где fi ∈ 
k[x0,…,xn], то CV = < f1,…,fs > ⊂  kn + 1. При этом решения системы fi = 0, i 
= s,1 , ищутся в аффинном пространстве kn + 1. Будем называть CV аффин-
ным конусом над V. Заметим, что CV содержит все наборы однородных 
компонент точек из V. 

Докажем, что 2) ⇒  1). По условию для любого i, i = n,0  базис Грёб-
нера G идеала I содержит элемент g такой, что LT(g) = im

ix , где mi ∈ Z≥0. 
Из теории факторколец следует, что множество CV конечно. Если p ∈ V, 
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то все однородные координаты точки p принадлежат CV. Таким образом, 
если p = (a0,…,an), то при λ ≠ 0, λ ∈k λ(a0,…,an) ∈ CV. Поле k алгебраиче-
ски замкнуто, а значит, и бесконечно. Получили противоречие. Следова-
тельно, V = V(I) = Ø. 

Покажем теперь, что 3) ⇒  2). Пусть G – редуцированный базис 
Грёбнера идеала I. Так как для любого i, i = n,0 , im

ix ∈ I, то существует 

g ∈ G такой, что LT(g) делит im
ix , т.е. LT(g) является степенью перемен-

ной xi. 
Покажем, что 4) ⇒  3). Так как < x0,…,xn > r ⊂  I, то для любого i, i = 

n,0 , xi
r ∈ I, а тогда многообразие V(I) ⊂  Pn(k) задается уравнениями x0 

= … = xn = 0. Единственным решением этой системы является (0,…,0). 
Так как точки с такими координатами в Pn(k) нет, то V = V(I) = Ø. 

Осталось доказать, что 1) ⇒  4). Из условия V = Ø следует, что CV = 
{(0,…,0)} ⊂  kn + 1, ибо в противном случае существует ненулевая точка 
(a0,…,an) ∈ CV, т.е. точка p ∈ Pn(k) с однородными координатами a0,…,an 
принадлежит V, а это невозможно. Таким образом, Ia({(0,…,0)}) ⊂  
Ia(CV). 

Так как Ia({(0,…,0)}) = < x0,…,xn >, а поле k алгебраически замкнуто, 
то на основании аффинной сильной теоремы о нулях Ia(CV) = Ia(Va(I)) = 

I . Следовательно, < x0,…,xn > ⊂ I . Из леммы 2 заключаем, что суще-
ствует r ∈ N такое, что < x0,…,xn > r ⊂  I. □ 

Теорема 5 (проективная сильная теорема о нулях). Пусть поле k 
алгебраически замкнуто и I – однородный идеал в k[x0,…,xn]. Если много-
образие V = V(I) непусто, то I(V(I)) = I . 

Доказательство. Будем одновременно рассматривать два многообра-
зия: проективное многообразие V = V(I) ⊂  Pn(k) и аффинное многообра-
зие CV = Va(I) ⊂  kn + 1. Покажем, что Ia(CV) = I(V), если V ≠ Ø. Пусть f ∈ 
Ia(CV). Если p ∈ V, то все наборы однородных координат точки p при-
надлежат CV. Следовательно, f ∈ I(V), а значит, Ia(CV) ⊂  I(V). Пусть те-
перь f ∈ I(V). Полином f равен нулю на CV – {0}, так как координаты лю-
бой ненулевой точки из CV являются однородными координатами неко-
торой точки проективного многообразия V. Однородные компоненты fi 
полинома f принадлежат I(V), ибо I(V) – однородный идеал. В частности, 
постоянный член f0 однородной компоненты полной степени 0 принад-
лежит I(V). Так как V ≠ Ø, то f0 = 0. Следовательно, f равен нулю в начале 
координат, а значит, f ∈ Ia(CV). Отсюда Ia(CV) = I(V). Из аффинной силь-
ной теоремы о нулях I  = Ia(Va(I)). Тогда I  = Ia(Va(I)) = Ia(CV) = I(V) = 
I(V(I)). □ 
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Существует взаимно однозначное соответствие между проективны-
ми многообразиями и радикальными однородными идеалами, при усло-
вии, что идеалы I  = < x0,…,xn > и I  = < 1 > исключаются из рассмот-
рения. 

Теорема 6. Пусть поле k алгебраически замкнуто, и рассматрива-
ются непустые проективные многообразия и однородные радикальные 
идеалы, строго содержащиеся в < x0,…,xn >. Тогда отображения  

















иямногообраз
епроективны

непустые
→I









>…<   в сясодержащие строго
идеалы, однородные ерадикальны

n0 ,x,x
 

и 









>…<   в сясодержащие строго
идеалы, однородные ерадикальны

n0 ,x,x
→V

















иямногообраз
епроективны

непустые
 

взаимно обратны и являются биекциями, обращающими включение. 
Доказательство. Если I – радикальный однородный идеал и V(I) = Ø, 

то на основании теоремы 4 для любого i, i = n,0 , xi ∈ I. В этом случае I 
= < x0,…,xn >, если 1 ∉ I и I = < 1 > = k[x0,…,xn], если 1 ∈ I. Если I – ради-
кальный однородный идеал и I ≠ k[x0,…,xn], то на основании алгоритма 

деления для любого f ∈ I f = ∑
=

n

j
jj xA

0
, где Aj ∈ k[x0,…,xn]. Отсюда I ⊂  

< x0,…,xn >. Из приведенных выше рассуждений следует, что если I – ра-
дикальный однородный идеал и V(I) ≠ Ø, то I 

≠
⊂  < x0,…,xn >. Теперь из 

теоремы 5 имеем I(V(I)) = I и V(I(V)) = V. □ 

5.2. ПРОЕКТИВНОЕ ЗАМЫКАНИЕ АФФИННОГО МНОГО-
ОБРАЗИЯ 

Так как любое многообразие может рассматриваться как аффинная 
часть некоторого проективного многообразия, то было бы желательно 
найти наименьшее проективное многообразие, содержащее данное аф-
финное. Пусть x0, x1,…,xn – однородные координаты на Pn(k). Рассмотрим 
подмножество U0 ⊂  Pn(k), определенное условием x0 ≠ 0. Отождествим 
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U0 с kn и будем считать x1,…,xn координатами на kn. Для аффинных вари-
антов отображений I, V будем использовать обозначения Ia, Va. 

Определение 1. Пусть идеал I ⊂  k[x1,…,xn]. Гомогенизацией идеала 
I называется идеал Ih = < f h : f ∈ I > ⊂  k[x0, x1,…,xn], где f h – гомогениза-
ция полинома f. 

Предложение 1. Для любого идеала I ⊂  k[x1,…,xn] гомогенизация Ih 
является однородным идеалом в k[x0, x1,…,xn]. 

Доказательство. Пусть g ∈ Ih. Тогда g = ∑
α

αα
hfA . Представляя Aα в 

виде суммы однородных компонент и собирая вместе члены одинаковой 
полной степени, получаем, что однородные компоненты полинома g 
принадлежат Ih. □ 

Определение 2. Мономиальное упорядочение > кольца k[x1,…,xn] 
называется градуированным, если для |α| > |β| xα > xβ. 

Заметим, что grlex и grevlex – градуированные мономиальные упо-
рядочения. 

Определение 3. Пусть задано градуированное мономиальное упоря-
дочение > на k[x1,…,xn]. Мономиальное упорядочение >h на k[x0, x1,…,xn] 
называется продолжением градуированного мономиального упорядоче-
ния > на k[x1,…,xn], если xαx0

d >h xβx0
e ⇔  xα > xβ или xα = xβ и d > e. 

Докажем корректность этого определения, т.е. покажем, что отно-
шение > h является мономиальным упорядочением в k[x0, x1,…,xn]. Дей-
ствительно, любой моном в k[x0, x1,…,xn] может быть записан в виде 

d
n xxx n

01 ...1 αα  = xαx0
d, где xα не делится на x0. Поэтому из определения >h в 

k[x0, x1,…,xn] и линейности отношения > в k[x1,…,xn] следует линейность 
>h в k[x0,…,xn]. Пусть xαx0

d >h xβx0
e. Тогда для любого xγx0

i xα + γx0
d + i >h 

xβ + γx0
e + i, ибо в случае xα > xβ будет xα + γ > xβ + γ, в случае же xα = xβ d > e, а 

значит, d + i > e + i, т.е. в обоих случаях по определению > h xα + γx0
d + i >h 

xβ + γx0
e + i. Так как отношение > в k[x1,…,xn] является вполне упорядоче-

нием, то для любого xα xα ≥ x0, т.е. xα ≥ 1. Тогда для любого d ≥ 0 x0
dxα 

≥ x0
d ≥ 1. Итак, корректность определения 2 доказана. 
Лемма 1. Пусть f ∈ k[x1,…,xn] и отношение > – градуированное мо-

номиальное упорядочение в k[x1,…,xn]. Тогда LM >h (f h) = LM > (f). 
Доказательство. Так как отношение > – градуированное мономиаль-

ное упорядочение, то LM > (f) представляет один из мономов xα, содер-
жащихся в однородной компоненте полинома f максимальной полной 
степени. При гомогенизации этот член не меняется. Если xβx0

e – один из 
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мономов в f h, то α > β, ибо |α| > |β|. Из определения >h следует, что xα >h 
xβx0

e. Следовательно, xα = LM >h (f h). □ 
Теорема 1. Пусть идеал I ⊂  k[x1,…,xn] и G = {g1,…,gs} – базис Грёб-

нера идеала I относительно градуированного мономиального упорядоче-
ния > в k[x1,…,xn]. Тогда Gh = {g1

h,…,gs
h} является базисом Грёбнера 

идеала Ih ⊂  k[x0, x1,…,xn] относительно мономиального упорядочения > h 
в k[x0, x1,…,xn]. 

Доказательство. Возьмем любой элемент gi
h ∈ Gh. На основании оп-

ределения Ih gi
h ∈ Ih. Покажем, что LT >h (Gh) порождает идеал старших 

членов < LT >h (Ih) >. Возьмем любой F ∈ Ih. Так как Ih – однородный иде-
ал, то каждая однородная компонента полинома F принадлежит Ih. Таким 
образом, полином F можно считать однородным. В этом случае 

F = ∑
j

h
jj fA ,                                                 (1) 

где Aj ∈ k[x0, x1,…,xn], fj ∈ I. Так как F – однородный полином, то f = F(1, 
x1,…,xn) – дегомогенизация полинома f. Полагая в (1) x0 = 1, имеем f = 
F(1, x1,…,xn) = ∑

j
n

h
jnj xxfxxA ),...,,1(),...,,1( 11  = ∑

j
jnj fxxA ),...,,1( 1 , так 

как fj
h(1, x1,…,xn) = fj(1, x1,…,xn). Отсюда f ∈ I ⊂  k[x1,…,xn]. При этом су-

ществует e ≥ 0 такое, что F = x0
ef h. На основании леммы 1  

LM >h (F) = x0
eLM >h (f h) = x0

eLM > (f).                     (2) 

Так как G – базис Грёбнера идеала I, то LM > (f) делится на некото-
рый старший моном LM > (gi) = LM >h (gi

h). Из равенства (2) следует, что 
LM > (F) делится на LM >h (f), а значит, и на LM >h (gi

h). Следовательно, Gh 
– базис Грёбнера идеала Ih. □ 

Определение 3. Пусть аффинное многообразие W ⊂  kn, где kn ото-
ждествляется с подмножеством U0 проективного пространства Pn(k). 
Проективным замыканием аффинного многообразия W называется про-
ективное многообразие W  = V(Ia(W)h) ⊂  Pn(k), где Ia(W)h ⊂  k[x0, x1,…,xn] 
– гомогенизация идеала Ia(W) ⊂  k[x1,…,xn]. 

Теорема 2. Пусть W ⊂  kn, а W ⊂  Pn(k) – проективное замыкание W. 
Тогда: 

1) W I  U0 = W I  kn = W; 
2) W  является наименьшим проективным многообразием в Pn(k), 

содержащим W; 
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3) если W неприводимо, то W  также неприводимо; 
4) W  не имеет неприводимых компонент, принадлежащих беско-

нечно удаленной гиперплоскости V(x0) ⊂  Pn(k). 
Доказательство. 1) Пусть G – базис Грёбнера идеала Ia(W) относи-

тельно градуированного мономиального упорядочения в k[x1,…,xn]. То-
гда на основании теоремы 1 Ia(W)h = < gh : g ∈G >. Заметим, что, положив 
x0 = 1, мы отождествляем kn с подмножеством U0 ⊂ Pn(k). Значит, W I  U0 
= V(gh : g ∈ G) I  U0 = Va(gh(1, x1,…,xn) : g ∈ G). Так как gh(1, x1,…,xn) = g, 
то W I  U0 = Vа(g : g ∈ G), т.е. W I  U0 = W. 

2) Пусть V – некоторое проективное многообразие, содержащее W. 
Покажем, что W ⊂  V. Пусть V = V(F1,…,Fs). Полином Fi равен нулю на 
V, а тогда дегомогенизация Fi – полином fi = Fi(1, x1,…,xn) обращается в 
нуль на W, т.е. fi ∈ Ia(W) и fi

h ∈ Ia(W)h. Так как fi – дегомогенизация Fi, то 
существует ei такое, что Fi = h

i
e fx i

0 . Следовательно, Fi обращается в нуль 
на W . Отсюда W ⊂  V. 

3) Предположим вопреки утверждению, что W  не является непри-
водимым. Тогда W  = V1 U  V2, где V1 ≠ W , V2 ≠ W  – проективные много-
образия. Следовательно, W = W I  U0 = (V1 U  V2) I  U0 = (V1 I  U0) U  (V2 

I  U0). Покажем, что V1 I  U0 ≠ W. Действительно, если V1 I  U0 = W, то 
из минимальности проективного замыкания следует, что V1 = W . Значит, 
V1 I  U0 ≠ W. Аналогично, V2 I  U0 ≠ W. Отсюда следует, что W не явля-
ется неприводимым многообразием, что противоречит предположению. 

4) Пусть W  = V1 U  … U  Vm – разложение многообразия W  в объе-
динение неприводимых компонент, и пусть, например, компонента V1 
содержится в бесконечно удаленной гиперплоскости V(x0). Тогда W = 
W I  U0 = (V1 U  … U  Vm) I  U0 = (V1 I  U0) U  ((V2 U  … U  Vm) I  U0) = 
(V2 U  … U  Vm) I  U0, ибо V1 I  U0 = Ø. Значит, V2 U  … U  Vm является 
проективным многообразием, содержащим W. Из минимальности много-
образия W  следует, что W  = V2 U  … U  Vm. Тогда V1 ⊂  (V2 U  … U  Vm), 
что невозможно, так как Vk – различные неприводимые компоненты мно-
гообразия W . □ 

Лемма 2. Пусть f, g ∈ k[x1,…,xn]. Тогда (fg)h = f hgh. 
Доказательство. Пусть f, g – полиномы соответственно полной сте-

пени d1, d2. Тогда (fg)h = 







⋅







+

00

1

00

1
0 ,...,,...,21

x
x

x
xg

x
x

x
xfx nndd  = f hgh. □ 
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Теорема 3. Пусть поле k алгебраически замкнуто и I ⊂  k[x1,…,xn] – 
некоторый идеал. Тогда V(Ih) ⊂  Pn(k) является проективным замыкани-
ем многообразия Va(I) ⊂  kn, т.е. )(IaV  = V(Ih). 

Доказательство. Пусть W = Va(I) ⊂  kn, а Z = V(Ih) ⊂  Pn(k). Тогда Z ⊃  
W. Покажем, что Z является наименьшим проективным многообразием, 
содержащим W. Пусть V = V(F1,…,Fs) – проективное многообразие, со-
держащее W. Тогда дегомогенизация fi = Fi(1, x1,…,xn) принадлежит 
Ia(W). Так как k алгебраически замкнуто, то из теоремы о нулях Ia(W) = 

I . Следовательно, существует m ∈ N такое, что fi
m ∈ I. Отсюда (fi

m)h ∈ 
Ih, а значит, (fi

m)h обращается в нуль на Z. Из леммы 2 следует, что (fi
m)h = 

(fi
h)m, а поэтому fi

h равен нулю на Z. Так как Fi = h
i

e fx i
0 , то и Fi обращает-

ся в нуль на Z. Следовательно, Z ⊂  V, т.е. Z – наименьшее проективное 
многообразие, содержащее W. Отсюда Z = W . □ 

Из теорем 1,3 вытекает следующий алгоритм вычисления проектив-
ного замыкания аффинного многообразия над алгебраически замкнутым 
полем k: если W = V(f1,…,fs) ⊂  kn, то нужно вычислить базис Грёбнера G 
идеала < f1,…,fs > по отношению к какому-либо градуированному упоря-
дочению, тогда проективное замыкание многообразия W в Pn(k) – множе-
ство нулей однородных полиномов gh для g ∈ G. 

5.3. ПРОЕКТИВНАЯ ТЕОРИЯ ИСКЛЮЧЕНИЯ 

Пусть дана система уравнений f1(x1,…,xn, y1,…,ym) = 0,…,fs(x1,…,xn, 
y1,…,ym) = 0, где fi ∈ k[x1,…,xn, y1,…,ym], i = s,1 . Эти уравнения задают 
многообразие V = V(f1,…,fs) ⊂  kn×km. Исключению переменных x1,…,xn 
соответствует образ π(V), где π : kn×km → km – отображение проекции на 
последние m координат. С другой стороны исключение переменных x-
1,…,xn состоит в вычислении исключающего идеала In = < f1,…,fs > I  
k[y1,…,ym]. Опишем связь между π(V) и V(In). Для этого первый сомно-
житель в π : kn×km → km будем делать проективным, т.е. вместо kn будем 
рассматривать Pn(k). Будем писать Pn вместо Pn(k), если ясно, о каком 
поле идет речь. Точка из Pn×km имеет координаты (x0, …,xn, y1,…,ym), где 
(x0,…,xn) – однородные координаты в Pn, а (y1,…,ym) – обычные коорди-
наты в km. Чтобы отождествить kn×km с тем подмножеством в Pn×km, где 
x0 ≠ 0, будем использовать отображение (x1,…,xn, y1,…,ym) → (1, x1,…,xn, 
y1,…,ym). 

Определение 1. Пусть k – произвольное поле. 
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1) Полином F ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym] называется (x0,…,xn)-
однородным, если существует такое целое l ≥ 0, что F = 
∑

=α

α
α

l
1 ),...,( xyyh m , где xα – моном от x0,…,xn мультистепени α, а hα ∈ 

k[y1,…,ym]. 
2) Многообразием V(F1,…,Fs) ⊂  kn×km, определенным (x0,…,xn)-

однородными полиномами F1,…,Fs ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym], называется мно-
жество {(a0,…,an, b1,…,bm)}∈ Pn×km: Fi(a0,…,an, b1,…,bm) = 0 ∀  i, i = s,1 }. 

Предложение 1. Многообразие V(F1,…,Fs) – корректно определен-
ное подмножество в Pn×km, если полиномы Fi, i = s,1  являются (x0,…,xn)-
однородными, т.е. если Fi обращаются в нуль на одном наборе коорди-
нат некоторой точки из Pn×km, то Fi обращаются в нуль на всех коор-
динатах этой точки. 

Доказательство. Пусть Fi = ∑
=α

α
α

ii

i
i

l
m xyyh ),...,( 1 , i = s,1 , где ixα  – 

мономы от x0,…,xn мультистепени αi, а i
hα ∈ k[y1,…,ym]. Если Fi(a0,…,an, 

b1,…,bm) = 0, то Fi(λa0,…,λan, b1,…,bm) = ilλ Fi(a0,…,an, b1,…,bm) = 0. □ 
Определение 2. Пусть I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym] – идеал, порожденный 

(x0,…,xn)-однородными полиномами. Проективным исключающим идеа-
лом идеала I называется множество I€ = {f ∈ k[y1,…,ym] : ∀  i, i = n,0  ∃ ei 
≥ 0 такое, что ie

ix f ∈ I}. 

Предложение 2. Множество I€ из определения 2 является идеалом в 
k[y1,…,ym]. 

Доказательство. Так как для любого i, i = n,0 , ie
ix 0 = 0 ∈ I, то 0 

∈ I€. Пусть f, g ∈ I€. Тогда ∀  i, i = n,0  ∃ ei ≥ 0, di ≥ 0 такое, что ie
ix f ∈ I, 

id
ix g ∈ I. Пусть для определенности di ≥ ei. Тогда ii ed

ix − ie
ix f = id

ix f ∈ I, 
а значит, id

ix f + id
ix g = id

ix  (f + g) ∈ I. Следовательно, f + g ∈ I€. Если f 
∈ I€, то для любого i, i = n,0 , существует ei ≥ 0 такое, что ie

ix f ∈ I. Тогда 
для любого h ∈ k[y1,…,ym]  ie

ix fh ∈ I, т.е. fh ∈ I€. □ 

Предложение 3. Пусть V = V(F1,…,Fs) ⊂  Pn×km – многообразие, 
определенное (x0,…,xn)-однородными полиномами. Рассмотрим отобра-
жение проекции π : Pn×km → km. Тогда π(V) ⊂  V( I€), где I€ – проектив-
ный исключающий идеал идеала I = < F1,…,Fs >. 
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Доказательство. Пусть (a0,…,an, b1,…,bm) ∈ V и f ∈ I€. Тогда для лю-
бого i, i = n,0 , существует ei ≥ 0 такое, что ie

ix f(y1,…,ym) ∈ I. Значит, для 
любого i, i = n,0 , ie

ia f(b1,…,bm) = 0. Так как (a0,…,an) – набор однород-
ных координат, то хотя бы одна компонента ai отлична от нуля. Следова-
тельно, f(b1,…,bm) = 0. Таким образом, f обращается в нуль на π(V). □ 

Теорема 1 (проективная теорема о продолжении). Пусть поле k 
алгебраически замкнуто и многообразие V = V(F1,…,Fs) ⊂  Pn×km опре-
делено (x0,…,xn)-однородными полиномами из k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Пусть I 
= < F1,…,Fs >, а I€⊂  k[y1,…,ym] – его проективный исключающий идеал. 
Если π : Pn×km → km – отображение проекции на последние m координат, 
то π(V) = V( I€). 

Доказательство. Включение π(V) ⊂  V( I€) доказано в предложении 3. 
Докажем обратное включение. Пусть c = (c1,…,cm) ∈ V( I€). Положим 
Fi(x0,…,xn, c) = Fi(x0,…,xn, c1,…,cm), i = s,1 ; Fi – однородный полином от 
переменных x0,…,xn полной степени di (его полная степень равна полной 
степени полинома Fi(x0,…,xn, y1,…,ym) по переменным x0,…,xn). Если c ∉ 
π(V), то уравнения F1(x0,…,xn, c) =… = Fs(x0,…,xn, c) = 0 определяют пус-
тое многообразие в Pn. Так как поле k алгебраически замкнуто, то из про-
ективной слабой теоремы о нулях следует, что < x0,…,xn > r ⊂  < F1(x0, 
…,xn, c),…,Fs(x0,…,xn, c) > для некоторого r ≥ 1. Таким образом, мономы 
xα, где |α| = r, являются полиномиальными линейными комбинациями 

полиномов Fi(x0,…,xn, c), т.е. xα = ∑
=

s

i
nini cxxFxxH

1
00 ),,...,(),...,( . 

Рассматривая однородные компоненты, можно считать полиномы Hi 
однородными полиномами полной степени r – di. Записывая каждый по-
лином Hi в виде линейной комбинации мономов ixβ , где |βi| = r – di, по-
лучаем, что линейная оболочка полиномов ixβ Fi(x0,…,xn, c), i = s,1 , |βi| = 
r – di совпадает с линейным пространством всех однородных полиномов 
от переменных x0,…,xn полной степени r. Пусть размерность этого про-
странства равна Nr. Следовательно, можно найти Nr таких полиномов 
Gj(x0,…,xn, c), j = rN,1 , которые образуют базис этого пространства. По-
лином Gj(x0,…,xn, c) возникает из полинома Gj = Gj(x0,…,xn, y1,…,ym) ∈ 
k[x0,…,xn, y1,…,ym]. 

Для любого Gj существуют i, βi такие, что однородный полином Gj 
полной степени r относительно x0,…,xn имеет вид Gj = ixβ Fi. Таким обра-
зом, 
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Gj = ∑
=α

α
α

r
mj xyya ),...,( 1 .                                 (1) 

Так как xα, где |α| = r, образуют базис пространства всех однородных 
полиномов полной степени r, то их количество равно Nr. Следовательно, 
можно составить квадратную матрицу из полиномов ajα(y1,…,ym). Пусть 
D(y1,…,ym) = det(ajα(y1,…,ym): 1 ≤ j ≤ Nr, |α| = r) – определитель этой мат-
рицы. Подстановка с в (1) дает Cj(x0,…,xn, c) = ∑

=α

α
α

r
j xсa )( . 

Так как полиномы Gj(x0,…,xn, c) и xα образуют базисы одного и того 
же векторного пространства, то D(с) ≠ 0. В частности, D(y1,…,ym) ≠ 0 в 
k[y1,…,ym]. Работая над полем функций k(y1,…,ym), можно рассматривать 
(1) как систему линейных уравнений относительно переменных xα. Из 

правила Крамера находим xα = 
),...,( 1 myyD

M α , где Mα – матрица, получен-

ная из матрицы (ajα) при замене столбца, соответствующего α, столбцом 
G1,…,

rNG . Умножая это равенство на D(y1,…,ym) и разлагая det(Mα) по 

этому столбцу, получаем равенство xαD(y1,…,ym) = ∑
=

α

IN

j
mj yyH

1
1 ),...,(  

 
Gj(x0,…,xn, y1,…,ym). Так как каждый полином Gj имеет вид ixβ Fi, то 
xαD(y1,…,ym) ∈ < F1,…,Fs > = I. Значит, D ∈ I€, а тогда D(с) = 0, ибо c ∈ 
V( I€). Получили противоречие. Следовательно, c ∈ π(V). □ 

Предложение 4. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Тогда для дос-
таточно большого целого e I€ = (I : < x0

e,…,xn
e >) I  k[y1,…,ym]. 

Доказательство. Пусть f ∈ I : < x0
e,…,xn

e >. Тогда для любого i, i = 
n,0 , xi

ef ∈ I. Следовательно, для любого e ≥ 0  (I : < x0
e,…,xn

e >) I  
k[y1,…,ym] ⊂ I€. Покажем, что при достаточно большом e имеет место 
противоположное включение. Рассмотрим возрастающую цепь идеалов I 
: < x0,…,xn > ⊂  I : < x0

2,…,xn
2 > ⊂  …. Тогда существует e такое, что I : 

< x0
e,…,xn

e > = I : < x0
e + 1,…,xn

e + 1 > = …. Значит, для любого целого d ≥ 0 
I : < x0

d,…,xn
d > ⊂  I : < x0

e,…,xn
e >. Пусть f ∈ I€. Тогда для любого i, i = 

n,0 , существуют ei ≥ 0 такие, что ie
ix f ∈ I. Пусть d = max(e0,…,en). Для 

любого i, i = n,0 , xi
df ∈ I, т.е. f ∈ I : < x0

d,…,xn
d >. Следовательно, f ∈ (I : 

< x0
e,…,xn

e >) I  k[y1,…,ym]. □ 
Определение 3. Пусть F ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Фиксируем i, 0 ≤ i ≤ 

n, и положим xi = 1. Тогда F(i) = F(x0,…,1,…,xn, y1,…,ym) ∈ k[x0, 
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…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym], где ix€  означает, что xi исключена из списка пере-
менных. Дегомогенизацией идеала I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym] называется 
множество I(i) = {F(i) : F ∈ I} ⊂  k[x0,…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym]. 

Предложение 5. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Тогда I(i) – иде-
ал в k[x0,…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym]. Если I = < F1,…,Fs >, то I(i) = 
< F1

(i),…,Fs
(i) >. 

Доказательство. Так как 0 ∈ I, то 0 ∈ I(i). Если F(i), G(i) ∈ I(i), то F, G 
∈ I. Тогда F + G ∈ I, а значит, (F + G)(i) = F(i) + G(i) ∈ I(i). Если F(i) ∈ I(i), то 
для любого H(i) ∈ k[x0,…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym]  FH ∈ I. Следовательно, 
(FH)(i) = F(i)H(i) ∈ I(i). Таким образом, доказано, что I(i) – идеал в 
k[x0,…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym]. Пусть теперь I = < F1,…,Fs >. Возьмем любой 

F(i) ∈ I(i). Тогда F ∈ I, а значит, F = ∑
=

s

k
kk HF

1
, где Hk ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym]. 

Следовательно, F(i) = ∑
=

s

k

i
k

i
k HF

1

)()( ∈ < F1
(i),…,Fs

(i) >. Таким образом, I(i) ⊂  

< F1
(i),…,Fs

(i) >. Если F(i) ∈ < F1
(i),…,Fs

(i) >, то существуют Hk
(k) ∈ 

k[x0,…, ix€ ,…,xn, y1,…,ym], k = s,1 , такие, что F(i) = ∑
=

s

k

i
k

i
k HF

1

)()( . Тогда F = 

∑
=

s

k
kk HF

1
∈ I, а значит, F(i) ∈ I(i). Следовательно, < F1

(i),…,Fs
(i) > ⊂  I(i). □ 

Рассмотрим многообразие V ⊂  Pn×km, определенное идеалом I. То-
гда идеал I(i) определяет аффинную часть V I  (Ui×km), где Ui ≅  kn – под-
множество в Pn, определенную условием xi ≠ 0. Для идеала I(i) n-й исклю-
чающий идеал In

(i) = I(i) I  k[y1,…,ym]. Здесь индекс n указывает, что ис-
ключаются n переменных x0,…, ix€ ,…,xn. 

Предложение 6. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn,y1,…,ym] порожден 
(x0,…,xn)-однородными полиномами. Тогда I€ = In

(0) I  In
(1) I  …I  In

(n). 
Доказательство. Так как In

(0) I  In
(1) I  … I  In

(n) = I(0) I  I(1) I  … I  I(n) 

I  k[y1,…,ym], то достаточно доказать, что I€ = I(0) I  I(1) I  … I  I(n) I  
k[y1,…,ym]. 

Пусть f ∈ I€. Тогда для любого i, i = n,0 , существует ei ≥ 0 такое, что 
ie

ix f(y1,…,ym) ∈ I. Полагая xi = 1, получаем, что для любого i, i = n,0 , 
f(y1,…,ym) ∈ I(i), т.е. f ∈ I(0) I  … I  I(n) I  k[y1,…,ym]. Следовательно, I€⊂  
I(0) I  … I  I(n) I  k[y1,…,ym]. Докажем теперь обратное включение. Для 
этого изучим сначала связь между идеалами I и I(i). Элемент f ∈ I(i) полу-



144  

чается из некоторого элемента F ∈ I с помощью подстановки xi = 1. По-
кажем, что F ∈ I можно выбрать (x0,…,xn)-однородным. Действительно, 

F = ∑
=

d

j
jF

0
, где Fj – (x0,…,xn)-однородные полиномы полной степени j по 

переменным x0,…,xn. Так как идеал I порожден (x0,…,xn)-однородными 
полиномами, то I = < H1,…,Hs >, где Hi – (x0,…,xn)-однородные полино-

мы. Тогда F = ∑
=

s

i
ii HA

1
 = ∑

=

d

j
jF

0
. Представляя Ai в виде суммы (x0,…,xn)-

однородных полиномов, получаем, что Fj = AijHi, где Aij – (x0,…,xn)-
однородные полиномы. Отсюда Fj ∈ I для всех j, j = d,1 . Следовательно, 

∑
=

−
d

j
j

jd
i Fx

0
∈ I – (x0,…,xn)-однородный полином полной степени d, причем 

его дегомогенизация при xi = 1 равна f. Таким образом, можно считать, 
что F ∈ I является (x0,…,xn)-однородным полиномом. Применяя к поли-
ному f ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym] процедуру гомогенизации, используя при 
этом xi в качестве дополнительной переменной, получаем (x0,…,xn)-
однородный полином f h ∈ k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Если f является дегомоге-
низацией (x0,…,xn)-однородного полинома F, то существует e ≥ 0 такое, 
что F = xi

ef h. 
Пусть теперь f ∈ I(i) I  k[y1,…,ym], где i = n,0 . Тогда, как показано 

выше, f получен дегомогенизацией (x0,…,xn)-однородного полинома F ∈ 
I. Так как f не зависит от переменных x0,…,xn, то f h = f и xi

ef ∈ I. Отсюда 
следует, что для любого i f ∈ I(i), а значит, I(0) I  … I  I(n) I  k[y1,…,ym] 
⊂ I€. □ 

Предложение 6 можно интерпретировать так. Идеал In
(i) исключает 

переменные x0,…, ix€ ,…,xn на аффинной части пространства Pn×km (там, 
где xi ≠ 0). Пересечение этих аффинных исключающих идеалов (которое, 
грубо говоря, соответствует исключению на объединении аффинных 
частей) и является проективным исключающим идеалом. 

Предложение 6 дает следующий алгоритм для вычисления идеала I€. 
Пусть I = < F1,…,Fs >. Тогда I(i) = < F1

(i),…,Fs
(i) >, i = n,0 . Теперь с помо-

щью алгоритма, вычисляющего пересечение идеалов, находим I€ = In
(0) I  

In
(1) I  … I  In

(n). 
Идеал I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym] определяет многообразие V = Va(In) ⊂  

kn×km, при этом π(V) ⊂  V(In), где π : kn×km → km – отображение проекции, 
а In – n-й исключающий идеал идеала I. В дальнейшем будет выяснена 
структура множества V(In) – π(V). 
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Определение 4. Пусть f ∈ k[x1,…,xn, y1,…,ym] – полином полной сте-

пени d относительно x1,…,xn. Запишем f в виде f = ∑
=

d

i
if

0
, где fi ∈ k[x1, 

…,xn, y1,…,ym] – однородный полином от переменных x1,…,xn полной 

степени i. Тогда f h(x0, …,xn, y1,…,ym) = ∑
=

−
d

i

id
mni xyyxxf

0
011 ),...,,,...,(  явля-

ется (x0,…,xn)-однородным полиномом, который называется (x0,…,xn)-
гомогенизацией полинома f. 

Предложение 7. Пусть f ∈ k[x1,…,xn, y1,…,ym] – полином полной 
степени d относительно x1,…,xn. 

1) Имеет место формула f h(x0,…,xn, y1,…,ym) = x0
df(

0

1

x
x ,…,

0x
xn , 

y1,…,ym). 
2) Дегомогенизируем полином f h, положив x0 = 1. Тогда (f h)(0) = f. 
3) Пусть f = F(0) является дегомогенизацией (x0,…,xn)-однородного 

полинома F. Тогда существует e ≥ 0 такое, что F = x0
ef h. 

Доказательство. 1) Полином f h является однородным полиномом от 
переменных x0,…,xn полной степени d, так как fi(x1,…,xn)x0

d – i – однород-
ный полином от переменных x0,…,xn полной степени d. Тогда  

f h(x0,…,xn, y1,…,ym) = ∑
=

d

i
if

0
(x1,…,xn)x0

d-i = ∑
=

d

i
if

0
 (

0

1

x
x ,…,

0x
xn , 

y1,…,ym)x0
ix0

d – i = x0
df(

0

1

x
x , …,

0x
xn , y1,…,ym). 

Так как f h(x0,…,xn, y1,…,ym) = ∑
=

d

i
if

0
(x1,…,xn)x0

d-i, то (f h)(0) = f h(1, 

x1,…,xn, y1,…,ym) = ∑
=

d

i
if

0
 (x1,…,xn, y1,…,ym) = f. 

3) Пусть f = F(0) является дегомогенизацией (x0,…,xn)-однородного 
полинома F полной степени d, а x0

e – наивысшая степень переменной x0, 

которая делит F. Тогда G = ex
F

0

 – (x0,…,xn)-однородный полином полной 

степени d – e относительно x0,…,xn. Отсюда f = F(0) = G(0). Из п. 1 имеем f 
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h = (G(0))h = x0
d-eG(1, 

0

1

x
x , …,

0x
xn , y1,…,ym) = x0

d-eG(x0, x1,…,xn, y1,…,ym)x0
-(d-e) 

= G(x0, x1,…,xn, y1,…,ym). Следовательно, F = x0
eG = x0

ef h. □ 
Определение 5. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym]. Тогда (x0,…,xn)-

гомогенизацией идеала I называется идеал Ih = < f h : f ∈ I > ⊂  k[x0,…,xn, 
y1,…,ym]. 

Предложение 8. Пусть идеал I ⊂  k[x0,…,xn, y1,…,ym], а Ih – (x0,…,xn)-
гомогенизация идеала I. Тогда 

1) проективный исключающий идеал идеала Ih равен n-му исклю-
чающему идеалу идеала I, т.е. hI€  = In ⊂  k[y1,…,ym]. 

2) Если поле k алгебраически замкнуто, то многообразие V  = V(Ih) 
является наименьшим многообразием в Pn×km, содержащим аффинное 
многообразие V = Va(I) ⊂  kn×km. При этом многообразие V  называется 
проективным замыканием многообразия V в Pn×km. 

Доказательство. 1) Из предложения 7 следует, что дегомогенизация 
идеала Ih по переменной x0 дает (Ih)(0) = I. Из доказательства предложения 
6 заключаем, что hI€ ⊂  In. Пусть f ∈ In. Так как f ∈ k[y1,…,ym], то f являет-
ся (x0,…,xn)-однородным полиномом. Значит, f = f h ∈ Ih. Следовательно, 
для любого i xi

0f ∈ Ih, а поэтому f ∈ hI€ . П. 1 доказан. П. 2 доказывается 
аналогично доказательству теоремы 3 п. 5.2. 

Следствие 1. Пусть поле k алгебраически замкнуто, а V = Va(I) ⊂  
kn×km, где идеал I ⊂  k[x1,…,xn, y1,…,ym]. Тогда V(In) = π(V ), где V ⊂  
Pn×km – проективное замыкание многообразия V, а π : Pn×km → km – 
отображение проекции. 

Доказательство. На основании предложения 8 V  = V(Ih) и hI€  = In. 
Теперь утверждение непосредственно следует из теоремы 1. □ 

Следствие 1 показывает, что точки множества V(In) – π(V) получа-
ются из бесконечно удаленных точек проективного замыкания V  много-
образия V. 

Предложение 9. Пусть > – мономиальное упорядочение в кольце 
k[x1 ,…,xn, y1,…,ym], такое, что для всех мономов xαyγ, xβyδ имеем |α| > |β| 
⇒  xαyγ > xβyδ. Пусть для идеала I ⊂  k[x1,…,xn, y1,…,ym]  G = {g1,…,gs} – 
базис Грёбнера по отношению к упорядочению >. Тогда Gh = {g1

h,…,gs
h} 

– базис идеала Ih ⊂  k[x0, …,xn,y1,…,ym]. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 п. 5.2. □ 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

 
G 

grevlex-упорядочение, 17 
grlex-упорядочение, 16 

L 
lex-упорядочение, 15 
l-й исключающий идеал, 49 

M 
Mathematica, 93 

N 
n-мерное аффинное 
пространство, 4 

n-мерное проективное 
пространство, 126 

P 
P-примарный идеал, 95 

S 
S-полином, 31 

А 
алгебраически замкнутое поле, 6 
алгоритм Бухбергера, 35 
алгоритм Бухбергера 
усовершенствованный, 44 

алгоритм вычисления 
проективного замыкания 
аффинного многообразия, 139 

алгоритм деления, 10, 19 
алгоритм для вычисления базиса 
частного идеалов, 81 

алгоритм для вычисления 
пересечения идеалов, 74 

алгоритм Евклида, 13 
алгоритм построения неявного 
представления для 
полиномиальной 
параметризации, 84 

алгоритм построения неявного 
представления для 
рациональной параметризации, 
87 

алгоритм проверки совместности, 
65 

аффинное многообразие, 6 
аффинный конус, 133 

Б 
базис Грёбнера, 27 
базис Грёбнера минимальный, 36 
базис Грёбнера редуцированный, 

37 
базис идеала, 8 
базис минимальный для 
мономиального идеала, 25 

базис пространства сизигий, 45 
базис стандартный, 27 
бесконечно удаленная 
гиперплоскость, 126 

бирационально эквивалентные 
многообразия, 124 

В 
возрастающая цепь идеалов, 28 
вход, 20, 35, 44 
выход, 20, 35, 44 



2  

Г 
гиперплоскость бесконечно 
удаленная, 126 

главный идеал, 11 
гомогенизация идеала, 136, 146 
гомогенизация полинома, 128, 

145 
гомоморфизм кольцевой, 105 
градуированное 
лексикографическое 
упорядочение, 16 

градуированное мономиальное 
упорядочение, 136 

градуированное обратное 
лексикографическое 
упорядочение, 17 

график функции, 83 

Д 
дегомогенизация идеала, 143 
дегомогенизация полинома, 128 

З 
задача о принадлежности 
радикальному идеалу, 69 

замыкание Зарисского, 77 
замыкание проективное, 137 

И 
идеал, 8, 105 
идеал l-й исключающий, 49 
идеал P-примарный, 95 
идеал главный, 11 
идеал исключающий, 49 
идеал исключающий 
проективный, 140 

идеал конечно порожденный, 8 
идеал максимальный, 88 
идеал многообразия, 9 

идеал мономиальный, 22 
идеал неприводимый, 95 
идеал однородный, 130 
идеал примарный, 95 
идеал простой, 81 
идеал радикальный, 66, 112 
идеал сизигий, 119 
идеал собственный, 88 
идеал старших членов, 26 
идеал, порожденный множеством 
полиномов, 8 

изоморфизм кольцевой, 104 
изоморфные кольца, 104 
изоморфные многообразия, 114 
исключающий идеал, 49 

К 
класс эквивалентности, 102 
кольца изоморфные, 104 
кольцевой гомоморфизм, 105 
кольцевой изоморфизм, 104 
кольцо координатное, 112 
кольцо полиномиальное, 4 
кольцо полиномов, 4 
конечно порожденный идеал, 8 
конус аффинный, 133 
координатное кольцо, 112 
координаты однородные, 126 
коэффициент монома, 4 
коэффициент полинома старший, 

18 
критерий Бухбергера, 32 

Л 
лексикографическое 
упорядочение, 15 

лемма Диксона, 23 
линейное многообразие, 6 



3  

М 
максимальный идеал, 88 
матрица Сильвестра, 55 
минимальное разложение идеала, 

91 
минимальное разложение 
многообразия, 90 

минимальный базис Грёбнера, 36 
минимальный базис для 
мономиального идеала, 25 

многообразие аффинное, 6 
многообразие идеала, 28 
многообразие линейное, 6 
многообразие неприводимое, 81, 

132 
многообразие проективное, 128 
многообразие рациональное, 124 
многообразие, определенное 

(x0,…,xn)-однородными 
полиномами, 140 

многообразия бирационально 
эквивалентные, 124 

многообразия изоморфные, 114 
моном, 4 
мономиальное упорядочение, 14 
мономиальный идеал, 22 
мультистепень полинома, 18 

Н 
наибольший общий делитель 
полиномов, 12, 13, 69 

наименьше общее кратное 
полиномов, 75 

наименьшее общее кратное 
мономов, 31 

насыщение идеала, 98 
неизбыточное объединение 
многообразий, 90 

неизбыточное пересечение 
идеалов, 91 

неприводимое многообразие, 81, 
132 

неприводимый идеал, 95 
неприводимый полином, 51 
неявное представление, 8 
нильпотентный элемент, 105 
нормальная форма полинома, 30 

О 
область целостности, 101 
обобщенный результант, 60 
образующие идеала, 8 
объединение многообразий 
неизбыточное, 90 

однородные координаты, 126 
однородный идеал, 130 
однородный полином, 140 
однородный полином полной 
степени, 127 

однородный элемент, 40 
оператор условный, 21, 35, 44 
оператор цикла, 21, 35, 44 
отображение обратного образа, 

115 
отображение полиномиальное, 

100 
отображение рациональное, 122 
отображение регулярное, 100 
отображения равные 
рациональные, 122 

П 
параметризация полиномиальная, 

7 
параметризация рациональная, 7 
пересечение идеалов, 73, 74 
подмногообразие, 112 
поле алгебраически замкнутое, 6 
поле рациональных функций, 7, 

121 
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поле функций, 121 
полином, 4 
полином неприводимый, 51 
полином однородный, 140 
полином однородный полной 
степени, 127 

полином редуцированный, 69 
полином целочисленный, 55 
полиномиальная параметризация, 

7 
полиномиальное кольцо, 4 
полиномиальное отображение, 

100 
полиномы, сравнимые по 
модулю идеала, 102 

полная степень монома, 4 
полная степень полинома, 4 
порождающие элементы идеала, 

8 
представление неявное, 8 
представление параметрическое 
рациональное, 7 

примарное минимальное 
разложение идеала, 96 

примарное неизбыточное 
разложение идеала, 96 

примарное разложение идеала, 96 
примарный идеал, 95 
продолжение градуированного 
мономиального упорядочения, 
136 

проективная сильная теорема о 
нулях, 134 

проективная слабая теорема о 
нулях, 133 

проективная теорема о 
продолжении, 141 

проективное замыкание, 137, 146 
проективное многообразие, 128 

проективный исключающий 
идеал, 140 

произведение идеалов, 72 
произведение классов, 103 
простой идеал, 81 
пространство n-мерное 
проективное, 126 

пространство аффинное n-
мерное, 4 

Р 
равные дроби, 121 
равные рациональные 
отображения, 122 

равные рациональные функции, 7 
радикал идеала, 67, 112 
радикальный идеал, 66, 112 
разложение идеала минимальное, 

91 
разложение идеала примарное, 96 
разложение идеала примарное 
минимальное, 96 

разложение идеала примарное 
неизбыточное, 96 

разложение многообразия 
минимальное, 90 

рациональная параметризация, 7 
рациональная функция, 7 
рациональное многообразие, 124 
рациональное отображение, 122 
рациональное параметрическое 
представление, 7 

регулярное отображение, 100 
редукция полинома, 69 
редуцированный базис Грёбнера, 

37 
редуцированный полином, 69 
редуцированный элемент, 37 
редуцируемая к нулю функция, 

38 
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результант двух полиномов, 55, 
57 

результант обобщенный, 60 

С 
сизигия базиса идеала, 44 
сизигия старших членов, 39 
сильная теорема о нулях, 67 
слабая теорема о нулях, 63 
собственный идеал, 88 
соответствие идеал – 
многообразие, 68 

стандартный базис, 27 
старший коэффициент полинома, 

18 
старший моном полинома, 18 
старший член полинома, 10, 18 
степень полная монома, 4 
степень полная полинома, 4 
сумма идеалов, 71 
сумма классов, 103 

Т 
теорема Гильберта о базисе, 27 
теорема Гильберта о нулях, 65 
теорема Ласкера-Нётер, 97 
теорема о нулях в k[V], 113 
теорема о нулях сильная, 67 
теорема о нулях сильная 
проективная, 134 

теорема о нулях слабая, 63 
теорема о нулях слабая 
проективная, 133 

теорема о полиномиальном 
неявном представлении, 83 

теорема о продолжении, 60 
теорема о продолжении для двух 
полиномов, 59 

теорема о продолжении 
проективная, 141 

теорема об исключении, 49 

У 
упорядочение l-исключающего 
типа, 49 

упорядочение градуированное 
лексикографическое, 16 

упорядочение градуированное 
мономиальное, 136 

упорядочение градуированное 
обратное лексикографическое, 
17 

упорядочение 
лексикографическое, 15 

упорядочение мономиальное, 14 
условие обрыва возрастающих 
цепей, 28 

условие обрыва убывающих 
цепей, 89 

условный оператор, 21, 35, 44 
усовершенствованный алгоритм 
Бухбергера, 44 

Ф 
факторкольцо, 103 
функции рациональные равные, 7 
функция рациональная, 7 
функция редуцируемая к нулю, 

38 

Ц 
целочисленный полином, 55 

Ч 
частичное решение, 50 
частное идеалов, 78 
член полинома, 4 
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Э 
элемент нильпотентный, 105 

элемент однородный, 40 
элемент редуцированный, 37 

 


