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1. Îòâåò: -80.
Ñäåëàåì çàìåíó t = 4

√
x2 + 10x. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

t4 − 3− 2t2 + 4t = 6 (2t− 1) .

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå t4 = 2t2 + 8t − 3. Èçó÷èì êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ýòîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà, ïîñòðîèâ åãî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà
îäíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû x

â
= −2, y

â
= −11,

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ y � (0,−3), ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïàðàáîëû ëåæèò íà
èíòåðâàëå (0, 1), ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1, 7).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = t4 ðàñòåò áûñòðåå ôóíêöèè y = 2t2 + 8t − 3 ïðè áîëü-
øèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ t, òî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðè îòðèöàòåëüíûõ t íåò, ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ � äâà ïåðåñå÷åíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò
äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ. Îáîçíà÷èì èõ a è b, ñîîòâåòñòâåííî. Âîçâðàùàåìñÿ ê
ââåäåííîé çàìåíå. Èìååì:

x2 + 10x = a4 èëè x2 + 10x = b4.

Êàæäîå èç ýòèõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé èìååò äâà êîðíÿ (îòðèöàòåëüíûé ñâîáîäíûé
êîýôôèöèåíò). Ñóììà êîðíåé êàæäîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà (−10) (èç òåîðåìû Âèåòà),
ïîýòîìó ñóììà âñåõ ÷åòûðåõ êîðíåé ðàâíà (−20), ïîëó÷àåì îòâåò çàäà÷è (−20) ·4 =
−80.

2. Îòâåò: 2



Ïîñêîëüêó îñü îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì îòðåçêà [x0, x1],
êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó ôóíêöèè f(x), òî x0 = −x1 è f(x0) =
f(−x1) = f(x1). Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì, îòêèíóâ ñîâïàäàþùèå ñëàãàåìûå:

x1
2
− 1

2x51
= −x1

2
+

1

2x51
,

ñëåäîâàòåëüíî, x1 =
1

x51
, x61 = 1, x1 = ±1. Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì (ñì. ýñêèç ãðàôè-

êà), ÷òî x1 > 0, òî x1 = 1 è äëèíà îòðåçêà [x0, x1] = [−1, 1] ðàâíà 2.

3. Îòâåò:x = 1.
Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(
2−
√
3
)2
. Ïîýòîìó ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 < 2−
√
3 < 1, íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò ñëóäóþùèé âèä:

2(x−1)
2 ≤ sin

πx

2
.

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áîëüøå ëèáî ðàâíà 1, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = 1.
Ïðàâàÿ - ìåíüøå ëèáî ðàâíà 1, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = 1+ 2πk, k ∈ Z,
ïîýòîìó äàííîå íåðàâåíñòâî âûðîæäàåòñÿ â ðàâåíñòâî, êîòîðîå, î÷åâèäíî, âëå÷åò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1.

4. Îòâåò: x ∈ [−1, 0) ∪ [1,+∞).
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ìåíÿþò çíàê

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè −1, 0 è 1. Äàííûå òî÷êè ðàçîáüþ âñþ ÷èñëîâóþ îñü íà 4
ïðîìåæóòêà. Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ, âñòàâëÿÿ
íóæíûé çíàê ïåðåä âûðàæåíèåì ïðè îïóñêàíèè çíàêà ìîäóëÿ. Â òî÷êå 0 óðàâíåíèå
ñìûñëà íå èìååò, ïîýòîìó îíà íå âêëþ÷àåòñÿ íè â îäèí èç ïðîìåæóòêîâ. Äðóãèå
òî÷êè ðàçáèåíèÿ ïîïàäàþò â êàêîé-òî îäèí èç ïðîìåæóòêîâ.
1) x ∈ (−∞,−1].
Èìååì:

x− 1

x
− (x+ 1) = x− 1

x
+ 2.

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü −1, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó.
2) x ∈ (−1, 0).

x− 1

x
+ (x+ 1) = x− 1

x
+ 2.

Íà ýòîì ïðîìåæóòêå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî, ïîýòîìó âåñü
èíòåðâàë ïîïàäàåò â îòâåò çàäà÷è.
3) x ∈ (0, 1).

−x− 1

x
+ (x+ 1) = x− 1

x
+ 2.

Óðàâíåíèå èìååò êîðåíü 1, êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó.
4) x ∈ [1,+∞).

x− 1

x
+ (x+ 1) = x− 1

x
+ 2.

Íà ýòîì ïðîìåæóòêå óðàâíåíèå ñíîâà ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî, ïîýòîìó
âåñü èíòåðâàë ïîïàäàåò â îòâåò çàäà÷è. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷àåì îòâåò.

5. Îòâåò: òàêèõ a ∈ (−0, 2; 0).
Äàííîå óðàâíåíèå îáÿçàòåëüíî èìååò ðåøåíèå x = a. Ïîýòîìó óðàâíåíèå áóäåò

èìåòü 2 ðåøåíèÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
à) Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ â ñêîáêàõ ðàâåí íóëþ. È åäèíñòâåííûé

êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ (õîòÿ è äâîéíîé êðàòíîñòè) îòëè÷åí îò a è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ x ≥ a;



á) Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ â ñêîáêàõ áîëüøå íóëÿ. Îáà êîðíÿ îò-
ëè÷íû îò a, íî îäèí èç ïîëó÷åííûõ êîðíåé íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x ≥ a;
â) Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ â ñêîáêàõ áîëüøå íóëÿ. Íî îäèí èç

ïîëó÷åííûõ êîðíåé ñîâïàäàåò ñ a, à äðóãîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x > a.
Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè îòäåëüíî.

à) D = 1 + 4a − 4a2 = 0, äàåò ðåøåíèÿ a1 =
1 +
√
2

2
, a2 =

1−
√
2

2
. Ïðè ýòîì

åäèíñòâåííûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí x = −1

2
−a. ×òîáû ýòîò êîðåíü

óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ x > a íóæíî ÷òîáû a < −1

4
. Íè îäíî èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé

a íå óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ.

á) Äèñêðèìèíàíò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì ïðè a ∈ [
1−
√
2

2
,
1 +
√
2

2
]. Êîðíè óðàâ-

íåíèÿ èìåþò âèä: x1 =
−1− 2a−

√
1 + 4a− 4a2

2
, x2 =

−1− 2a+
√
1 + 4a− 4a2

2
. x1

� ìåíüøèé êîðåíü, ïîýòîìó äîëæíî áûòü âûïîëíåíî x1 < a, x2 > a.
Ïåðâîå óñëîâèå âëå÷åò

√
1 + 4a− 4a2 > −1 − 4a. Íî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî

àâòîìàòè÷åñêè, åñëè a > −1

4
, à ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ

î äèñêðèìèíàíòå.
Âòîðîå óñëîâèå âëå÷åò íåðàâåíñòâî

√
1 + 4a− 4a2 > 1 + 4a. Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðà-

âåíñòâà íåîòðèöàòåëüíà ïðè óñëîâèè íà äèñêðèìèíàíò. Íåðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó 20a2 + 4a < 0, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå a ∈ (−0, 2; 0).
â) Î÷åâèäíî, ìåíüøèé êîðåíü äîëæåí ñîâïàäàòü ñ a. Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ√
1 + 4a− 4a2 = −1 − 4a, êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé ïðè ïðåäïîëîæåíèè îòíîñè-

òåëüíî äèñêðèìèíàíòà.

6. Îòâåò: πn,± arctg(
√

5/7) + πk, n, k ∈ Z.
Èñïîëüçóåì ôîðìóëû ñóììû ñèíóñîâ è ñóììû êîñèíóñîâ äëÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî
ñëàãàåìûõ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, èìååì:

2 sin 3x cos 2x+ sin 3x

2 cos 3x cos 2x+ cos 3x
+ 2 tg x = 0.

Âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ñîêðàùàåì íà íåãî è â
êîíöå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðèì, ÷òî íàéäåííûå êîðíè óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÇ:

cosx 6= 0

cos 3x 6= 0

2 cos 2x+ 1 6= 0.

Èìååì: tg 3x+ 2 tg x = 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ òàíãåíñà ñóììû äâà ðàçà, âûðà-
æàåì tg 3x ÷åðåç tg x, èìååì:

3 tg x− tg3 x

1− 3 tg2 x
+ 2 tg x = 0.

Âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü tg x çà ñêîáêè, ïðèâîäèì ê îäíîìó çíàìåíàòåëþ, çíà-
ìåíàòåëü îòêèäûâàåì (è ó÷èòûâàåì â ÎÄÇ 1− 3 tg2 x 6= 0). Ïîëó÷àåì, ÷òî

tg x = 0 èëè 7 tg2 x = 5.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ

x1 = πn, x2,3 = ± arctg(
√

5/7) + πk, n, k ∈ Z
óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÇ.



7. Îòâåò: 3
√
5.

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé è CM � ìåäèàíà, òî AB = 2CM =
20. Ïóñòü AH = x, òîãäà BH = 20 − x è ïî ñâîéñòâó âûñîòû, ïðîâåäåííîé ê
ãèïîòåíóçå: CH2 = AH ·HB: x(20− x) = 36. Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
x = 2 è x = 18. Ïîñêîëüêó íà ðèñóíêå ìû îáîçíà÷èëè AH � ìåíüøèé îòðåçîê, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî x = 2 (èíà÷å ïîìåíÿòü íà ðèñóíêå âåðøèíû À è Â ìåñòàìè). Òîãäà
HM = 8 (ýòî æå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç òðåóãîëüíèêà CMH).
CL � áèññåêòðèñà è â òðåóãîëüíèêå CMH, ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû

HL

CH
=
LM

CM
, îòêóäà HL =

3

5
LM , íî HL+LM = 8, ñëåäîâàòåëüíî, HL = 3, LM = 5.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà LCH ïîëó÷èì CL = 3
√
5.

8. Îòâåò: 2
√
5.

Îïóñòèì èç òî÷êè S ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè ABS, îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà îáîçíà÷èì O1. Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ASO1 è BSO1 ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå
è îáùåìó êàòåòó. Ïîýòîìó AO1 = BO1. Ñîåäèíèì òî÷êè C è O1, òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé CO1 ñ AB îáîçíà÷èì M . Òðåóãîëüíèêè AO1C è BO1C ðàâíû ïî òðåì ñòî-
ðîíàì. Ïîýòîìó CM � áèññåêòðèñà óãëà C ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC è
CM � ìåäèàíà è âûñîòà. Ñëåäîâàòåëüíî, SM � ìåäèàíà è âûñîòà â ðàâíîáåäðåí-
íîì òðåóãîëüíèêå ASB. Ïîýòîìó ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà SMC ïåðïåíäèêóëÿðíà
AB � ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ABC è ABS. Óãîë ∠SMC � äâóãðàííûé
ìåæäó ãðàíÿìè ABC è ABS.



Â òðåóãîëüíèêå SMC SM = 2
√
13, CM = 6, ∠SMC

2

13
. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

SC = 2
√
10. Ïóñòü P � öåíòð ABC. P ëåæèò íà CM , ïðè÷åì CP = 2/3CM = 4.

Îáîçíà÷èì K ñåðåäèíó SC.
Ïóñòü O � öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé âîêðóã ïèðàìèäû. Ïîíÿòíî, ÷òî O ëåæèò

íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïëîñêîñòè ABC, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó P â ïëîñêîñòè òðå-
óãîëüíèêà SMC. Êðîìå òîãî, SO = OC, ïîýòîìó OK ⊥ SC.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê POKC. Ïîñêîëüêó ñóììà ïðîòèâîëåæàùèõ åãî
óãëîâ K è P ðàâíà 180◦, òî âîêðóã ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæåò áûòü îïèñàíà
îêðóæíîñòü. À äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè OC ðàâåí ðàäèóñó ñôåðû, îïèñàííîé âî-
êðóã ïèðàìèäû. Ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü íàéäåí êàê ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà PKC. Â ýòîì òðåóãîëüíèêå êîñèíóñ óãëà PCK
ìîæåò áûòü íàéäåí ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà SMC: cos∠PCK =
SC2 +MC2 − SM2

2SC · CM
=

1√
10
. Òîãäà ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà PCK:

PK = 3
√
2. Èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà sin∠PCK =

3√
10
. Òî-

ãäà äèàìåòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã PCK, òî åñòü ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî

âîêðóã ïèðàìèäû ðàâåí R =
PK

sin∠PCK
= 2
√
5.

9. Îòâåò: Åñëè ó÷èòûâàòü è ñàìî ñëîâî �áèññåêòðèñà�, òî âñåãî àíàãðàìì
11!

2!3!
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ñ
ïîâòîðåíèÿìè. Áóêâà ′è′ â ñëîâå ïîâòîðÿåòñÿ 2 ðàçà. Áóäåì ñíà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî ó
íàñ 2 ðàçíûå áóêâû ′è′ � ′è′1 è

′è′2. Àíàëîãè÷íî, èìååì 3 ðàçíûõ áóêâû ′ñ′ � ′ñ′1,
′ñ′2

è ′ñ′3. Ñóùåñòâóåò 11! ïåðåñòàíîâîê èç 11 ðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ. Åñëè ìû ïîìåíÿåì
ìåæäó ñîáîé áóêâû ′è′1 è ′è′2, àíàãðàììà èñõîäíîãî ñëîâà íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî àíàãðàìì èç ðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ íóæíî ðàçäåëèòü íà êîëè÷åñòâî âîç-
ìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ ′è′ è ′ñ′ (íà 2! è 3! ñîîòâåòñòâåííî).

10. Îòâåò: (2, 1), (1, 2).
Ñäåëàåì çàìåíó x + y = a, xy = b (î÷åâèäíî, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà âûðàæàåò-
ñÿ èìåííî ÷åðåç ñóììó è ïðîèçâåäåíèå x è y. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà



ïî âõîæäåíèþ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó îæèäàåì ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ). Ïîñëå ââå-
äåííîé çàìåíû è èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ (ñóììà êóáîâ
äâóõ ÷èñåë) ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:{

a+ b = 5

a(a2 − 3b) + b3 = 17.

Âûðàæàåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ a ÷åðåç b, ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòå-
ìû, îòêðûâàåì ñêîáêè, ïðèâîäèì ïîäîáíûå, ñîðàùàåì óðàâíåíèå íà îáùèé ìíîæè-
òåëü, ïîëó÷àåì: b2 − 5b + 6 = 0. Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ïî òåîðåìå Âèåòà,
íàõîäèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ b è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ a. Âîçâðàùàåìñÿ
ê çàìåíå, ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì:{

x+ y = 2

xy = 3
èëè

{
x+ y = 3

xy = 2.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ.


