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1. Ïî íàáîðó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an ñòðîèòñÿ íîâûé íàáîð

b1 = σ1(a1, a2, ..., an) = a1 + a2 + ...+ an,

b2 = σ2(a1, a2, ..., an) = a1a2 + a1a3 + ...+ an−1an,

...

bn = σn(a1, a2, ..., an) = a1a2...an.

Çàòåì ïî b1, b2, ..., bn ñòðîèòñÿ íàáîð

c1 = σ1(b1, b2, ..., bn), c2 = σ2(b1, b2, ..., bn), ..., cn = σn(b1, b2, ..., bn), è ò.ä.

Ìîãóò ëè âñå ÷èñëà íåêîòîðîé èòåðàöèè îêàçàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, åñëè ñðåäè ÷èñåë èñõîä-
íîãî íàáîðà a1, a2, ..., an åñòü îòðèöàòåëüíûå?

2. Ïóñòü (an)
∞
n=1 � àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàé-

òè

lim
n→+∞

(a1a2...an)
1/n

(a1 + a2 + ...+ an)/n
.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö n×n, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû êîòîðûõ aii = 0, à âíåäèàãîíàëüíûå aij ∈ {−1,+1}. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ìíîæåñòâî
An ñîäåðæèò âûðîæäåííûå ìàòðèöû?

4. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R → R óäîâëåòâîðÿåò äëÿ êàæäîãî x ∈ R íåðàâåíñòâó

xf(x) ≥
x∫
0

f(t)dt. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ g : R× → R, g(x) = 1
x

x∫
0

f(t)dt íå óáûâàåò íà (−∞, 0)

è íà (0,+∞).

5. Ïóñòü k ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ n ≥ k + 1 âåðøèíàìè è íå
ìåíåå ÷åì (k− 1)(n−k− 1)+C2

k+1 ðåáðàìè ñîäåðæèò ïîäãðàô, ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí
êîòîðîãî ðàâíà k.

6. Ïóñòü a, b, c, d � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò âûðà-
æåíèå a2 + b2 + c2 + d2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ad− bc = 1 ?



Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. Íå ìîãóò.
Åñëè σ1(d1, d2, ..., dn) > 0, ..., σn(d1, d2, ..., dn) > 0, òî d1, d2, ..., dn > 0. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü,

çàìåòèì, ÷òî σi(d1, d2, ...dn) � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

P (x) = (x+ d1)(x+ d2)...(x+ dn).

Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíû, òî ó íåãî íåò êîðíåé
íà [0,+∞). Çíà÷èò, âñå åãî êîðíè, ò.å. −d1,−d2, ...,−dn, îòðèöàòåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
d1, d2, ..., dn > 0.

2. 1) Åñëè lim
n→∞

bn = b, òî lim
n→∞

b1+...+bn
n

= b.

2) Åñëè lim
n→∞

bn = b, òî lim
n→∞

n
√
b1...bnn = b.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì 1) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ln bn:

lim
n→∞

ln b1 + ...+ ln bn
n

= lim
n→∞

ln bn = ln b⇔ lim
n→∞

n
√
b1...bn = b.

3) lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

bn
bn−1

= lim
n→∞

n

√
bn
bn−1

· bn−1
bn−2

· ... · b2
b1

= lim
n→∞

n

√
bn
b1

= lim
n→∞

n
√
bn.

Ïóñòü òåïåðü bn :=
nn(a1...an)

(a1 + ...+ an)n
. Òîãäà lim

n→∞
n
√
bn = lim

n→∞

bn+1

bn
. Íî

bn+1

bn
=

(n+ 1)an+1

a1 + ...+ an+1

(
(a1 + ...+ an)/n

(a1 + ...+ an+1)/(n+ 1)

)n

=
2an+1

a1 + an+1

(
2a1 + (n− 1)d

2a1 + nd

)n

→ 2e−1,

ãäå d > 0 � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 2e−1.

3. Ïóñòü n íå÷åòíî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ∈ An. Èìååì

detA = detAT = det(−A) = (−1)n detA = − detA.

Òàêèì îáðàçîì, detA = 0.
Ïóñòü òåïåðü n ÷åòíî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû ïî ìîäóëþ 2. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå ìåæäó +1

è −1 èñ÷åçíåò. Èìååì
detA 6= 0⇔ det(A2) 6= 0.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû A2 ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè n ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ â òî÷íîñòè îäèí �
íóëü, à îñòàëüíûå (n − 1) ðàâíû 1, ò.å. ýòî 1 ïî ìîäóëþ 2. Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû A2

ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè äâóõ íóëåé è (n − 2) åäèíèö, ò.å. ýòî 0 ïî ìîäóëþ 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
det(A2) � ýòî âñåãäà åäèíèöà ïî ìîäóëþ 2, è ìíîæåñòâî An íå ñîäåðæèò âûðîæäåííûõ ìàòðèö.

Îòâåò. Èñêîìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) =
∫ x

0
f(t)dt. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èõ íåðàâåíñòâà(

F (x)

x

)′
=
xf(x)− F (x)

x2
≥ 0.
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5. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n âåðøèí ãðàôà.
Áàçèñ èíäóêöèè: n = k + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì

(k − 1)(k + 1− k − 1) + C2
k+1 = C2

k+1

ð¼áåð. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì íà n = k + 1 âåðøèíàõ è èìååò
ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü, ðàâíóþ k. Ïîñêîëüêó ëþáîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ñàìîãî ñåáÿ,
óòâåðæäåíèå äëÿ n = k + 1 äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ëþáîé ãðàô ñ n − 1 > k + 1 âåðøèíàìè è íå ìåíåå ÷åì (k −
1)(n− 1− k − 1) + C2

k+1 ð¼áðàìè ñîäåðæèò ïîäãðàô, ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðîãî
ðàâíà k.

Øàã èíäóêöèè: G � ãðàô ñ n âåðøèíàìè è íå ìåíåå ÷åì (k− 1)(n− k− 1)+C2
k+1 ð¼áðàìè.

Ïîêàæåì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðàô, ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðîãî ðàâíà k. Åñëè
ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí ãðàôà G ðàâíà k, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè æå âñå ñòåïåíè
âåðøèí ãðàôà G ñòðîãî áîëüøå k, òî ãðàô G î÷åâèäíî ñîäåðæèò ïîäãðàô ñ ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíüþ âåðøèí k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v � âåðøèíà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè â ãðàôå G è
degG v > k, òî ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì degG v − k ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ
âåðøèíå v, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G è èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü, ðàâíóþ k. Îñòàëîñü
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ãðàô G ñîäåðæèò âåðøèíó v, äëÿ êîòîðîé degG v ≤ k − 1. Â ýòîì
ñëó÷àå ãðàô G′ = G− v, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G óäàëåíèåì âåðøèíû v è âñåõ èíöèäåíòíûõ
åé ð¼áåð, èìååò n − 1 âåðøèí è |E(G)| − degG v ð¼áåð, ãäå |E(G)| � ÷èñëî ð¼áåð ãðàôà G.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëà |E(G′)| ð¼áåð ãðàôà G′ èìååì

|E(G′)| = |E(G)| − degG v > (k− 1)(n− k− 1) +C2
k+1 − (k− 1) = (k− 1)(n− 1− k− 1) +C2

k+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãðàô G′ ñîäåðæèò ïîäãðàô H ′, ìèíèìàëüíàÿ
ñòåïåíü âåðøèí êîòîðîãî ðàâíà k. Â òî æå âðåìÿ G′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G è, çíà÷èò,
H ′ � ïîäãðàô ãðàôà G. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

(
a b
c d

)
.

Òîãäà

a2 + b2 + c2 + d2 = tr

(
a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

)
= tr(AAT )→ min ïðè óñëîâèè det(AAT ) = 1.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà (AAT ) ñèììåòðè÷íà, òî â íåêîòîðîì áàçèñå îíà ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíûé
âèä. Â ñèëó ðàâåíñòâà det(AAT ) = 1 íà äèàãîíàëè ñòîÿò âçàèìíî îáðàòíûå ÷èñëà λ è 1/λ. Â
ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà (AAT ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, λ > 0. Ïîýòîìó

tr(AAT ) = λ+ 1/λ ≥ 2.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = d = 1, b = c = 0.
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