
Ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà Á�Ó ïî ìàòåìàòèêå22 àïðåëÿ 2014 ã.1. Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî f îïðåäåëåíà è äè��åðåíöèðóåìà äëÿ âñåõ x ≥ 1è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f(1) = 1 è f ′(x) =
1

x2 + f 2(x)
.Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

x→∞

f(x) = α, ïðè÷åì α < 1 + π/4.�åøåíèå. Òàê êàê f ′ > 0, òî f âîçðàñòàåò è äëÿ t > 1 èìååì f(t) > f(1) = 1. Ñëåäîâà-òåëüíî, äëÿ t > 1 f ′(t) =
1

t2 + f 2(t)
<

1

t2 + 1
. Òîãäà

f(x) = 1 +

x∫

1

f ′(t)dt < 1 +

x∫

1

1

t2 + 1
dt < 1 +

∞∫

1

1

1 + t2
dt = 1 +

π

4
.Íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê lim

x→∞

f(x) = 1 +
∞∫

1

f ′(t)dt < 1 +
∞∫

1

1

t2 + 1
dt = 1 +

π

4
.2. Äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ f : R → R òàêîâà, ÷òî f(2013) = 2013 è f(2014) = 2014 .Äîêàæèòå, ÷òîà) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà θ ∈ (2013, 2014) , ÷òî f(θ) = θf ′(θ) ;á) ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ξ1, ξ2 ∈ R , òàêèå, ÷òî f ′(ξ1)f

′(ξ2) = 1.�åøåíèå. à) Äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ g(x) := f(x)
x

òàêîâà, ÷òî g(2013) = g(2014) = 1 .Ïî òåîðåìå �îëëÿ ñóùåñòâóåò θ ∈ (2013, 2014) , òàêîå, ÷òî g′(θ) =
f ′(θ)θ − f(θ)

θ2
= 0 , îòêóäàñëåäóåò òðåáóåìîå.á) Àíàëîãè÷íî çàìåòèì, ÷òî äëÿ h(x) := f(f(x)) − x èìååò ìåñòî h(2013) = h(2014) = 0 .Òîãäà ïî òåîðåìå �îëëÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (2013, 2014) , òàêàÿ, ÷òî f ′(f(ξ))f ′(ξ) = 1 . Åñëè

f(ξ) 6= ξ , òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ξ2 = ξ , ξ1 = f(ξ) . Åñëè æå f(ξ) = ξ , òî ïî �îðìóëåêîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé èìååì, ÷òî ñóùåñòâóþò ξ1 ∈ (2013, ξ) è ξ2 ∈ (ξ, 2014) , òàêèå, ÷òî
f ′(ξ1) =

f(ξ) − f(2013)

ξ − 2013
= 1, f ′(ξ2) =

f(2014) − f(ξ)

2014 − ξ
= 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèè f, f : [0; π/2] → [0; +∞], âûïîëíåíîa) π/2∫

0

(f(x) − f(π/4))(sin x − cos x)dx ≥ 0;á) ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ [π/4; π/2], ÷òî a∫

0

f(x) sin xdx =
a∫

0

f(x) cos xdx.�åøåíèå. à) Ïóñòü
I =

π/4∫

0

(f(x) − f(π/4))(sin x − cos x)dx, J =

π/2∫

π/4

(f(x) − f(π/4))(sin x − cos x)dx.Ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ [0; π/4] èìååì f(x) ≤ f(π/4) è sin x − cos x ≤ 0, òî I ≥ 0.Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ [π/4; π/2] èìååì f(x) ≥ f(π/4) è sin x − cos x ≥ 0, òî
J ≥ 0.Òàêèì îáðàçîì, π/2∫

0

(f(x) − f(π/4))(sin x − cos x)dx = I + J ≥ 0.



á) Ïóñòü F (t) =
∫ t

0
f(x)(sin x − cos x)dx, 0 ≤ t ≤ π/2.Èìååì F (π/4) =

∫ π/4

0
f(x)(sin x − cos x)dx ≤ 0 è

F (π/2) =

∫ π/2

0

f(x)(sin x − cos x)dx ≥ [ñì. à)] ≥ ∫ π/2

0

f(π/4)(sin x − cos x)dx = 0.Ïîñêîëüêó F íåïðåðûâíà, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà èìååì òðåáóåìîå.4. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A ∈ M3(R) , òàêîâà, ÷òî det(A) = 1 , tr(A) = 0 , tr(A−1) = 0 .Äîêàæèòå, ÷òî A3 = I3, ãäå I3 � åäèíè÷íàÿ 3 × 3 ìàòðèöà.�åøåíèå. Ïóñòü J � æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû A íàä C , à λ1, λ2, λ3 � åå äèàãîíàëüíûåýëåìåíòû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî λ1λ2λ3 = det(J) = det(A) = 1 , λ1 + λ2 + λ3 = tr(J) = tr(A) = 0 è
λ−1

1 + λ−1
2 + λ−1

3 = tr(J−1) = tr(A−1) = 0 . Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1 = 0 . Ïîòåîðåìå �àìèëüòîíà � Êýëè èìååì
J3 − (λ1 + λ2 + λ3)J

2 + (λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)J − λ1λ2λ3I3 = J3 − I3 = 0,îòêóäà J3 = I3, à, ñëåäîâàòåëüíî, è A3 = I3.5. Â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî ñõîäÿùèõñÿ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
l2 = {x|

∞∑

k=1

x2(k) < +∞}ñ íîðìîé ||x|| =
{ ∞∑

k=1

x2(k)
}1/2 ðàññìîòðèì äâà çàìêíóòûõ øàðà ñ öåíòðîì â íóëå:

B = {x ∈ l2| ||x|| ≤ d} è B′ = {x ∈ l2| ||x|| ≤ d + δ},ãäå 0 ≤ δ < d. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ëåæàùåå â B′ \ B.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||x − y|| ≤
√

12dδ.�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì ïàðàëëåëîãðàììà: ‖x+y‖2+‖x−y‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2.Òàê êàê 1

2
(x + y) ∈ A, òî ∥

∥
1

2
(x + y)

∥
∥ > d , ò.å. ‖x + y‖ > 2d . Òîãäà èç òîæäåñòâà ïîëó÷àåì:

‖x − y‖2 < 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − 4d2 ≤ 4(d + δ)2 − 4d2 < 12dδ.6. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî âñå åå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x2 = e, ãäå e �åäèíèöà ãðóïïû G.Äîêàæèòå, ÷òîà) G � àáåëåâà ãðóïïà;á) åñëè G êîíå÷íà è G 6= {e}, òî ñóùåñòâóåò n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî G ∼= Z/2Z ⊕ . . . ⊕ Z/2Z
︸ ︷︷ ︸

n ñëàãàåìûõ .�åøåíèå. a) Åñëè x2 = e, òî x = x−1. Äëÿ x, y ∈ G èìååì xy = (xy)−1 = y−1x−1 = yx.á) Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ äëÿ G (îíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê
G êîíå÷íà).Åñëè ᾱ = β̄ â Z/2Z, òî 2|α − β è äëÿ x ∈ G, xα = xβ. Òîãäà îòîáðàæåíèå

ϕ : Z/2Z ⊕ . . . ⊕ Z/2Z → G, (ᾱ1 . . . , ᾱn) 7→ xα1

1 . . . xαn

nêîððåêòíî îïðåäåëåíî.Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå ϕ � ãîìîìîð�èçì. Ïîêàæåì, ÷òî îíî áèåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ϕñþðúåêòèâíî, òàê êàê (x1, . . . , xn) � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ. Äîêàæåì, ÷òî ϕ èíúåêòèâíî. Ïóñòü
(ᾱ1, . . . , ᾱn) ∈ Kerϕ. Åñëè ñóùåñòâóåò i, äëÿ êîòîðîãî ᾱi = 1̄, íàïðèìåð, ᾱn = 1̄, òî ðàâåíñòâî
xα1

1 . . . x
αn−1

n−1 xn = e âëå÷åò xn = x−1
n = xα1

1 . . . x
αn−1

n−1 , ò.å. (x1, . . . , xn−1) � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè (x1, . . . , xn). Èòàê, Ker ϕ = {(0̄, . . . 0̄)} è ϕ � èíúåêòèâíî.


