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1. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê â Rn, n ≥ 2, âñå âåðøèíû êîòîðîãî
èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû? (Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîóãîëüíèêà â ìíîãîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå åãî âåðøèíû ëåæàò â îäíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2).

2. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàññìîòðèì íàáîðû B = {v1, v2, . . . , vn}, ñîñòîÿùèå èç ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â íóëå è îêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíàõ êóáà [0, 1]n. Äëÿ
êàæäîãî òàêîãî íàáîðà ðàññìîòðèì ÷èñëî SB = ||v1||2 + ||v2||2 + · · · + ||vn||2, ãäå ||vk||2 �
êâàäðàò äëèíû âåêòîðà vk. Íàéäèòå max

B
SB.

3. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {Sn} ðàñïîëàãàåòñÿ íà
ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé åãî íà÷àëî ñ íà÷àëîì ïåðâîãî îòðåçêà. Ïîëó÷àåò-
ñÿ ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ ñïèðàëü (ñì. ðèñ.). Ñêîëüêî ïîëíûõ îáîðîòîâ ñäåëàåò
ýòà ñïèðàëü, åñëè äëèíà |Sn| ðàâíà 1/n, n ≥ 1?

4. Íàéòè âñå ôóíêöèè f : [0, 1] → R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà |x− y|2 ≤ |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|.

5. Ïóñòü f : [1,+∞)→ (0,+∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ôóíêöèÿ g(x) : [1,+∞) → (0,+∞), çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé g(x) =
f(x)

x
, èìååò ïðåäåë

ïðè x→ +∞;

2) ôóíêöèÿ h(x) : [1,+∞) → (0,+∞), çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé h(x) =
1

x

x∫
1

f(t)dt, èìååò

êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x→ +∞.

Äîêàæèòå, ÷òî: à) lim
x→+∞

g(x) = 0; á) lim
x→+∞

1

x2

x∫
1

f(t)2dt = 0.

6. Ïóñòü A,B � êîíå÷íûå ñåìåéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è
ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ÷èñëà, c � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè-
÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x+ y = c, x ∈ A, y ∈ B,

íå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû êîëè÷åñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé

x− y = 0, x ∈ A, y ∈ A,
x− y = 0, x ∈ B, y ∈ B.



Ðåøåíèÿ

1. Ïÿòèóãîëüíèê ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Äîïóñòèì, ýòî âîçìîæíî,
è ABCDE � ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê ñ öåëî÷èñëåííûìè êî-
îðäèíàòàìè âåðøèí. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà êâàäðàòû äëèí ñòî-
ðîí è äèàãîíàëåé ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê ACD. Ïóñòü x = AC = AD � äëèíà äèàãîíàëè
ïÿòèóãîëüíèêà, y = CD � äëèíà ñòîðîíû. Òðåóãîëüíèê ACD
èìååò óãëû 36◦, 72◦, 72◦. Ïóñòü CF � áèññåêòðèñà óãëà C â ýòîì
òðåóãîëüíèêå. Èìååì AF = FC = CD = y. Ïî ñâîéñòâàì áèññåê-
òðèñû

AF = AD · AC

AC + CD
, ò.å. y = x · x

x+ y
,

îòêóäà (x/y)2−(x/y)−1 = 0, ò.å. (x/y) = 1+
√
5

2
. Ïîëó÷àåì, ÷òî x2/y2 = (x/y)2 = (x/y)+1 6∈ Q,

õîòÿ ýòî îòíîøåíèå äîëæíî áûòü ðàöèîíàëüíûì êàê îòíîøåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

2. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ||v||2 = ||p1||2 + ||p2||2 + · · · + ||pn||2, ãäå pi � ïðîåêöèè v íà
êîîðäèíàòíûå îñè. Òàê êàê êîîðäèíàòû âåêòîðîâ vk ñîñòîÿò èç íóëåé è åäèíèö, òî ||vk||2 ðàâíî
÷èñëó åäèíèö ñðåäè êîîðäèíàò vk, à SB ðàâíî îáùåìó ÷èñëó åäèíèö ñðåäè âñåõ êîîðäèíàò
âñåõ âåêòîðîâ vk, k = 1, n.

Òàê êàê B � áàçèñ, òî âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà åäèíèö â
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå èç 0 è 1. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî n2−n+1. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
îíî íå ìîæåò áûòü áîëüøå, èáî â òàêîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ äâå ñòðîêè èç îäíèõ åäèíèö. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îíî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåé ìàòðèöû

An =


1 1 1 . . . 1 1
0 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0 1

 .

×òîáû ïîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü An, äîêàæåì ïî èíäóêöèè ðàâåíñòâî detAn = 1. Èìååì
detA1 = detA2 = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî detAn−1 = 1, n ≥ 3. Ðàçëàãàÿ detAn ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

detAn = 1 · detAn−1 − 0 · detB2,1 + 1 · detB3,1 − · · ·+ (−1)n+1 · detBn,1 = detAn−1 = 1,

ïîñêîëüêó âî âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ìèíîðàõ B3,1, . . . , Bn,1 äâå ïåðâûå ñòðîêè ñîñòîÿò èç åäè-
íèö.

3. Ïîêàæåì, ÷òî ñïèðàëü ñîâåðøèò áåñêîíå÷íî ìíîãî îáîðî-
òîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñóììó óãëîâ

+∞∑
n=1

ϕn =
+∞∑
n=1

arctg
|Sn+1|√

|S1|2 + |S2|2 + · · ·+ |Sn|2
=

=
+∞∑
n=1

arctg
1/(n+ 1)√

1/12 + 1/22 + · · ·+ 1/n2
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è äîêàæåì, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Âî-ïåðâûõ, àðêòàíãåíñ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèåé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè,

ïîýòîìó äëÿ t ∈ [0, 1] (òàêîâ àðãóìåíò àðêòàíãåíñà â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå) èìååì

arctg(t) = arctg((1− t) · 0 + t · 1) ≥ (1− t) · arctg(0) + t · arctg(1) = t · π
4
.

Âî-âòîðûõ, çíàìåíàòåëü äðîáè âûøå îãðàíè÷åí ñâåðõó êîíå÷íûì ÷èñëîì:

√
1/12 + 1/22 + · · ·+ 1/n2 ≤

√√√√+∞∑
n=1

1/n2 =
√
ζ(2).

Òàêèì îáðàçîì,

arctg
1/(n+ 1)√

1/12 + 1/22 + · · ·+ 1/n2
≥ 1

n+ 1
· 1√

ζ(2)
· π
4
,

îòêóäà âûòåêàåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.

4. Èìååì |f(1)− f(0)| = 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå x ∈ [0, 1]. Ñ îäíîé ñòîðîíû, |f(1)−
f(x)| + |f(x) − f(0)| ≤ 1 − x + x = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |f(1) − f(x)| + |f(x) − f(0)| ≥
|f(1)− f(0)| = 1. Ïîýòîìó |f(1)− f(x)|+ |f(x)− f(0)| = 1, ò.å. f(x) ëåæèò ìåæäó f(0) è f(1).
Êðîìå òîãî, |f(1)− f(x)| = 1− x, |f(x)− f(0)| = x. Ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè (0, f(0)), (x, f(x)) è
(1, f(1)) êîëëèíåàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = f(0)± x.

5. à) Îáîçíà÷èì l = lim
n→∞

g(x). Äîïóñòèì, l ∈ (0,+∞). Ïóñòü a > 0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ

x ≥ a âåðíî íåðàâåíñòâî g(x) ≥ l/2. Òîãäà

h(x) =
1

x

 a∫
1

f(t)dt+

x∫
a

f(t)dt

 ≥ 1

x

a∫
1

f(t)dt+
l

2x

x∫
a

tdt =

=
1

x

a∫
1

f(t)dt+
l(x2 − a2)

4x
→ +∞ ïðè x→ +∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò 2). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé l = +∞. Îñòàåòñÿ âàðèàíò l = 0.

á) Çàìåòèì, ÷òî
x∫
1

f(t)dt > 0 äëÿ x > 1. Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→+∞

1

x2

∫ x

1

f(t)2dt = lim
x→+∞

(∫ x

1
f(t)dt

x
·
∫ x

1
f(t)2dt

x
∫ x

1
f(t)dt

)
= λ lim

x→+∞

∫ x

1
f(t)2dt

x
∫ x

1
f(t)dt

= λ lim
x→+∞

u(x)

v(x)
,

ãäå λ = lim
x→+∞

h(x), u(x) =
∫ x

0
f(t)2dt, v(x) = x

∫ x

1
f(t)dt.

×òîáû îáîñíîâàòü ðàâåíñòâî lim
x→+∞

u(x)

v(x)
= 0, èñïîëüçóåì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî:
• u è v äèôôåðåíöèðóåìû;
• lim

x→+∞
v(x) = +∞ (ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè v(x) > m(x− 1) äëÿ x ≥ 2, ãäå m = inf

x∈[1,2]
f(x));
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• v′(x) =
∫ x

1
f(t)dt+ xf(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ≥ 1;

• ïðèíàäëåæíîñòü
u′(x)

v′(x)
=

f(x)2

xf(x) +
∫ x

1
f(t)dt

= g(x) · f(x)

f(x) + h(x)
∈ (0, g(x)) âìåñòå ñ

ðàâåíñòâîì limx→+∞ g(x) = 0 äàþò lim
x→+∞

u′(x)

v′(x)
= 0, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
x+ y = c, x ∈ A, y ∈ B. (1)

Ïóñòü a1, a2, . . . , ar �� ðàçëè÷íûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå A, è λ1, λ2, . . . , λr �� êðàòíîñòè ýòèõ
÷èñåë. Òîãäà ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò

∑r
i=1 λi ÷èñåë.

Ïóñòü b1, b2, . . . , bs �� ðàçëè÷íûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå B, è µ1, µ2, . . . , µs � êðàòíîñòè ýòèõ
÷èñåë. Òîãäà ìíîæåñòâî B ñîäåðæèò

∑s
k=1 µk ÷èñåë.

Åñëè x = ai, y = µk �� ðåøåíèÿ (1), òî ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ λi · µk.
Ïîñêîëüêó λi · µk ≤ 1

2
(λ2i + µ2

k), òî ÷èñëî âñåõ ðåøåíèé (1) íå ïðåâîñõîäèò ñóììû

∑
i,k

xi+yk=c

1

2
(λ2i + µ2

k) ≤
1

2

(
r∑

i=1

λ2i +
s∑

k=1

µ2
k

)
. (2)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
x− y = 0, x ∈ A, y ∈ A. (3)

Åñëè x = y = ai (1 ≤ i ≤ r) �� ðåøåíèÿ (3), òî ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé ðàâíî
∑r

i=1 λ
2
i . Òî

æå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x ∈ B, y ∈ B èìååò
∑s

k=1 µ
2
k ðåøåíèé x = y = bk

(1 ≤ k ≤ s).
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ïðåäëîæåíèé è îöåíêè (2) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
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