
Îëèìïèàäà ÁÃÓ ïî ìàòåìàòèêå ñðåäè ñòóäåíòîâ

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé

21 àïðåëÿ 2017 ã.

1. Â òðåõ òî÷êàõ (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ïàðàáîëû, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox,
ïðîâåäåíû íîðìàëè ê ïàðàáîëå. Èçâåñòíî, ÷òî íîðìàëè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêà-
æèòå, ÷òî y1 + y2 + y3 = 0.

2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïÿòåðêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî îíè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, íî
ñóììà íå ìåíåå äâóõ èç íèõ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ÷èñëîì? Åñëè äà, òî ïðèâåäèòå
ïðèìåð, åñëè íåò, òî îáîñíóéòå ïî÷åìó.

3. Ïóñòü A, B � äâå ñèììåòðè÷íûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ïðè÷åì trA > 0 è
trB < 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x ∈ Rn, ÷òî (Ax, x) > 0 è (Bx, x) < 0.

4. Ïóñòü f : R→ R � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ x1 < x2 è âñåõ çíà÷åíèé y, ëåæàùèõ ìåæäó f(x1) è f(x2), ñóùå-
ñòâóåò ξ ∈ (x1, x2), òàêîé ÷òî f(ξ) = y;

• lim
x→−∞

f(f(x)) = −∞, lim
x→+∞

f(f(x)) = +∞.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x), êîíå÷íûå èëè ðàâíûå ±∞.

á) Ìîãóò ëè ïðåäåëû èç ïóíêòà à) áûòü êîíå÷íûìè ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå f?

5. Ïóñòü f : [0,+∞) → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∫ n

0

f(x)f(n− x)dx =

∫ n

0

f(x)2dx.

Äîêàæèòå, ÷òî f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

6. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàð çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé ëþäåé ìîæåò áûòü â àóäèòîðèè
èç 100 ÷åëîâåê, åñëè ïðè ýòîì íå äîëæíî áûòü íè îäíîé òðîéêè ïîïàðíî çíàêîìûõ ìåæäó
ñîáîé ëþäåé?

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ñëåäóåò îôîðìëÿòü íà îòäåëüíûõ ëèñòàõ ñ óêàçàíèåì íîìåðà çàäà÷è.

×åðíîâèêè ñëåäóåò ïîìåòèòü ñëîâîì ¾×åðíîâèê¿.

Âðåìÿ íàïèñàíèÿ � 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.



Ðåøåíèÿ

1. Ïîñêîëüêó ñóììà y1 + y2 + y3 íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ñäâèãå âäîëü îñè Ox,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå y2 = ax. Ïóñòü (α, β) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íîð-
ìàëåé, (x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïàðàáîëå. Êîýôôèöèåíò íàêëîíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç (x, y) è (α, β) ðàâåí y−β

x−α . Êîýôôèöèåíò íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x, y) âû÷èñëÿåò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ðàâåí a
2y
, êîýôôèöèåíò íàêëîíà íîðìàëè ðàâåí −1/ a

2y
= −2y

a
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

y − β
x− α

= −2y

a
.

Ïîäñòàâëÿÿ x =
y2

a
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y − β = −2y

a

(
y2

a
− α

)
.

Â ýòîì êóáè÷åñêîì óðàâíåíèè îòñóòñòâóåò ÷ëåí ñ y2, ÷òî, ñ ó÷åòîì ôîðìóë Âèåòà, îçíà÷àåò,
÷òî y1 + y2 + y3 = 0.

2. Ðåøåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü òàêèå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , an, ÷òî îíè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, íî ñóììû íå ìåíåå äâóõ èç íèõ îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè. Òàêèìè ÷èñëàìè áóäóò ai = i · n! + 1, 1 ≤ i ≤ n.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïàðû 1 ≤ i < j ≤ n âåðíî

(i · n! + 1, j · n! + 1) = (i · n! + 1, (j − i) · n!) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî (j − i) · n! èìååò òîëüêî ïðîñòûå äåëèòåëè, íå ïðåâîñõîäÿùèå n, êîòîðûå
çàâåäîìî íå äåëÿò ÷èñëî i · n! + 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî k ≥ 2

(i1 · n! + 1) + · · ·+ (ik · n! + 1) = (i1 + · · ·+ ik) · n! + k
... k.

Îòâåò: äà, íàïðèìåð 121, 241, 361, 481, 601.
Ðåøåíèå 2. Ðàññìîòðèì ÷èñëà {30k + 1 : 0 ≤ k ≤ 4} = {1, 31, 61, 91, 121}. Ïîñêîëüêó

30 = 2 · 3 · 5, è ÷èñëà äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 30, òî ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç
ìíîæåñòâà äåëèòñÿ íà 2, òðåõ � íà 3, ÷åòûðåõ � íà 2, ïÿòè � íà 5. Âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ñëåäóåò
èç ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå: 31, 61 � ïðîñòûå, 91 = 7 · 13, 121 = 11 · 11.

3. Âûáåðåì áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà (ñëåä ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå çàâèñèò
îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà). Ïóñòü X = (X1, ..., Xn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîîðäè-
íàòû êîòîðîãî � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ ±1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Èìååì ðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X ∈ {−1,+1}n

(AX,X) =
n∑

i,j=1

AijXiXj =
n∑
i

Aii(Xi)
2 =

n∑
i

Aii = trA.

Â òî æå âðåìÿ

M(BX,X) =
1

2n

∑
X∈{−1,+1}n

(BX,X) = trB < 0.
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(ìàòîæèäàíèå â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì çíà÷åíèé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû ïî 2n âåêòîðàì, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàâíû ±1). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ ðåàëè-
çàöèÿ âåêòîðà X, ÷òî (BX,X) < 0.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è òåîðèè ìàòðèö ìîæ-
íî ïîðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùóþ êíèãó: Òûðòûøíèêîâ Å. Å. Ìàòðè÷íûé àíàëèç è ëèíåéíàÿ
àëãåáðà. Îíà äîñòóïíà ïî àäðåñó http://www.inm.ras.ru/vtm/lection/all.pdf. Ýðìèòîâû
ìàòðèöû, íóæíûå â ýòîé çàäà÷å, ðàññìàòðèâàþòñÿ â ëåêöèè 33.

Õîðîøåé èäååé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãàðàíòèðîâàííî èìååòñÿ îòðèöàòåëüíîå (ïîëîæèòåëü-
íîå) ÷èñëî â íàáîðå, åñëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíî (ïîëîæèòåëüíî).
Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, âàðèàíòû ýòîé èäåè ÷àñòî ïîëåçíû.

4. à) Ðàçáåðåì ñëó÷àé x → +∞, ñëó÷àé x → −∞ àíàëîãè÷åí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë
limx→+∞ f(x) íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåë f(x) ïðè x→ +∞ îòëè÷àþòñÿ.
Îáîçíà÷èì

a = lim inf
x→+∞

f(x), b = lim sup
x→+∞

f(x), a < b.

Cóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn → +∞ òàêèå, ÷òî f(xn) → a è f(yn) → b. Íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè xn < yn. Âûáåðåì ÷èñëî c â ïðîìåæóòêå ìåæäó a è b. Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n âåðíî íåðàâåíñòâî f(xn) < c < f(yn) è ñóùåñòâóþò òàêèå ξn, ëåæàùèå ìåæäó xn
è yn, ÷òî f(ξn) = c. Íî òîãäà f(f(ξn)) = f(c) 6→ +∞. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

á) Îòâåò: íåò, ïðåäåëû âñåãäà áåñêîíå÷íûå.
Äîïóñòèì, limx→+∞ f(x) = c 6= ±∞. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ

ïðè óâåëè÷åíèè x, èíà÷å ñóùåñòâîâàëè áû xn → +∞, äëÿ êîòîðûõ f(f(xn)) = f(c) 6→ +∞.
Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ (íå âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ!):
(i) Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(x) > c ïðè ñòðåìëåíèè x ê +∞.
Âûáåðåì xn → +∞ òàêîé, ÷òî f(xn) ↘ c ñâåðõó. Ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà ëþáîì

èíòåðâàëå âèäà (c, c+ 1
k
), ïîñêîëüêó f(xn)↘ c è f(f(xn))→ +∞ ïî óñëîâèþ.

Èç óñëîâèÿ äàëåå ñëåäóåò, ÷òî îáðàç f((c,+∞)) ñîäåðæèò âåñü ëó÷ (f(c),+∞). Âûáåðåì
yk ∈ (c, c+ 1

k
) ∩ (c, f(x1)) òàêîé, ÷òî f(yk) = f(c) + 1, è çàìåòèì, ÷òî yk ∈ (f(xni

), f(xnj
)) ïðè

íåêîòîðîì âûáîðå íîìåðîâ ni, nj. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîé ξk ∈ (xni
, xnj

), ÷òî f(ξk) = yk.
Ïîëó÷àåì f(f(ξk)) = f(yk) = f(c) + 1 6→ +∞. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

(ii) Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(x) < c ïðè ñòðåìëåíèè x ê +∞.
Âûáåðåì xn → +∞ òàêîé, ÷òî f(xn) ↗ c ñíèçó. Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû âèäà (c − 1

k
, c) è

ò.ä., â ïîëíîé àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì (i).

5. Ïîêàæåì, ÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f . Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x 7→ n− x â óñëîâèè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫ n

0

f(n− x)f(x)dx =

∫ n

0

f(n− x)2dx.

Ñëîæèâ åãî ñ ðàâåíñòâîì èç óñëîâèÿ, è ïåðåíåñÿ ëåâûå ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì

0 =

∫ n

0

(f(x)− f(n− x))2dx.

Èç íåïðåðûâíîñòè f òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî f(x) = f(n − x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, n]. Âûáðàâ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [0,+∞) íàòóðàëüíîå n ≥ x, ïîëó÷èì

f(x+ 1) = f(n+ 1− x− 1) = f(n− x) = f(x).
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6. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ 2n ÷åëîâåê â àóäèòîðèè, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî n2 ïàð çíàêîìûõ, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè åñòü äâå íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû ïî n ÷åëîâåê, ïðè ýòîì âíóòðè ãðóïï çíàêîìûõ íåò, íî êàæäûé çíàêîì
ñî âñåìè ëþäüìè èç ¾ïðîòèâîïîëîæíîé¿ ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì ¾ñîöèàëüíûé ãðàô¿, â êîòîðîì ëþäè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì, à ðåáðà ïðåä-
ñòàâëÿþò çíàêîìñòâî. Òðåóãîëüíèêîì â ãðàôå áóäåì íàçûâàòü ëþáûå 3 âåðøèíû, ïîïàðíî
ñîåäèíåííûå ðåáðàìè.

Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå ñ 2n âåðøèíàìè áåç òðåóãîëüíèêîâ èìååòñÿ íå áîëåå
n2 ðåáåð.

Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n, è ïóñòü èìååòñÿ ãðàô c

2(n+ 1) âåðøèíàìè áåç òðåóãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû A,B, ñîåäèíåííûå ðåáðîì.
Äëÿ êàæäîé èç 2n âåðøèí, îòëè÷íûõ îò A è B, èìååòñÿ ëèøü îäíî ðåáðî ñîåäèíÿþùåå èõ
ëèáî ñ A, ëèáî ñ B (îòñóòñòâèå òðåóãîëüíèêîâ!). Òàêèì îáðàçîì, ðåáåð, ñîäåðæàùèõ A èëè
B, èìååòñÿ íå áîëåå 2n + 1, âêëþ÷àÿ ñàìî ðåáðî AB. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååòñÿ
íå áîëåå n2 ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû îòëè÷íûå îò A è B. Â ñóììå ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå
n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 ðåáåð.

Îòâåò: 502.
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Òóðàíà èç òåîðèè ãðàôîâ,

ñì. https://ru.wikipedia.org/wiki/Òåîðåìà_Òóðàíà
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