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1. Ïóñòü n > 1 � öåëîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë
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à) ñóùåñòâóåò;
á) íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

2. Ïóñòü f : [0, 1]→ [0, 1] � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| äëÿ âñåõ x, y ∈ [0, 1].

Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê f ñîñòîèò ëèáî èç îäíîé òî÷êè, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì.

3. Ïóñòü f(x) = anx
n+ ...+a1x+a0 � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ãäå an 6= 0, n ≥ 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë p, òàêèõ ÷òî p
äåëèò áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà {f(m) : m ∈ Z}.

4. Ïóñòü A,B � äâå ìàòðèöû n×n ñ ýëåìåíòàìè èç R. Âñåãäà ëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãîâ ìàòðèö

rank(A) + rank(B) ≤ rank(AB) + n?

5. Íàéòè ìèíèìóì ñóììû äëèí ð¼áåð ïðèçìû, âñå ð¼áðà êîòîðîé êàñàþòñÿ ñôåðû åäèíè÷-
íîãî ðàäèóñà.

6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1∫
0

f(x)dx, ãäå f(x) = min
y∈[0,1]

max{4x− y, y}.

Âðåìÿ íàïèñàíèÿ � 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.



Ðåøåíèÿ

1. à) (3 áàëëà) Èìååì
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á) (7 áàëëîâ) Ïóñòü Sn = 1+ 1
2
+ · · ·+ 1

n
, ãäå n ≥ 2. Âûáåðåì ñòåïåíü äâîéêè 2k ≤ n < 2k+1,

ãäå k ≥ 1. Ïóñòü P � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë ≤ n. ×èñëî 2k−1PSn íå ìîæåò
áûòü öåëûì, ò.ê. îíî ðàâíî ñóììå ñëàãàåìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ öåëûìè, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
ñëàãàåìîãî ðàâíîãî
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïóíêòà á) ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü ïîñòóëàò Áåðòðàíà î òîì,
÷òî íà ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p ∈ (m, 2m), îòêóäà âûòåêàåò ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîñòîãî p ∈ (n/2, n]. Íàëè÷èå òàêîãî p â çíàìåíàòåëå Sn îçíà÷àåò, ÷òî Sn /∈ Z.

2. (10 áàëëîâ)Ïóñòü F = {x ∈ [0, 1] : f(x) = x} = g−1(0), ãäå g(x) = (f(x) − x) � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Ìíîæåñòâî F îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, êàê ïðîîáðàç çàìêíóòîãî
îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {0} ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ò.å. F êîìïàêòíî.

Ðàññìîòðèì a = minF , b = maxF . Åñëè a = b, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Èíà÷å ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé x ∈ [a, b]. Äëÿ íåãî f(x)− a ≤ |f(x)− a| = |f(x)− f(a)| ≤ x− a, ò.å. f(x) ≤ x.
Àíàëîãè÷íî, b−f(x) ≤ |b−f(x)| = |f(b)−f(x)| ≤ b−x, ò.å. f(x) ≥ x. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = x,
ò.å x ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, F = [a, b].

3. (10 áàëëîâ)Íàçîâ¼ì ïðîñòîå p äåëèòåëåì f , åñëè p|f(m) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m. Â
ýòîì ñëó÷àå p|f(m + kp) äëÿ âñåõ k ∈ N, ÷òî âûòåêàåò èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà. ×èñåë
âèäà f(m+ kp) áåñêîíå÷íî ìíîãî, òàê êàê f(m+ kp)→∞ ïðè k →∞.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ äåëèòåëåé p1, p2, . . . , pk. Ïóñòü m =

p1p2...pk. Ðàññìîòðèì

f(a0m) = an(a0m)n + an−1(a0m)n−1 + ...+ a1(a0m) + a0 =

= a0(ana
n−1
0 mn + an−1a

n−2
0 mn−1 + ...+ a1m+ 1) = a0g(m),

ãäå
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n−1
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Ïîñêîëüêó (pi, g(m)) = 1 äëÿ i = 1, 2, ..., k, òî g(m) èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò
p1, p2, ..., pk. Ýòîò äåëèòåëü áóäåò äåëèòåëåì è äëÿ f(a0m), ò.å. ìû íàøëè íîâûé ïðîñòîé
äåëèòåëü äëÿ f(x). Ïðîòèâîðå÷èå.

4. (10 áàëëîâ)Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì äëÿ áëî÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2n× 2n:(
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Òàê êàê ñëåâà 1-ÿ è 3-ÿ ìàòðèöû íåâûðîæäåíû, òî
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

rank(A) + rank(B) ≤ rank

(
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)
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Çàìå÷àíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà.

5. (10 áàëëîâ)Êàæäàÿ ãðàíè ïðèçìû ïåðåñåêàåò ñôåðó ïî êðóãó, êàñàþùåìóñÿ ñòîðîí
ãðàíè. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ãðàíü � îïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê. Ñäâèã âäîëü îáðàçóþùèõ
ïðèçìû, ïåðåâîäÿùèé îäíî îñíîâàíèå â äðóãîå, ïåðåâîäèò êðóã, âïèñàííûé â îäíî îñíîâàíèå,
â êðóã, âïèñàííûé âî âòîðîå îñíîâàíèå. Ýòè êðóãè ðàâíû è ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ,
ò.ê. îñíîâàíèÿ ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïåðåíîñà ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñ-
êîñòÿì ýòèõ êðóãîâ, ò.å. îáðàçóþùèå ïðèçìû ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèÿì. Ïîýòîìó áîêîâûå
ñòîðîíû � ïðÿìîóãîëüíèêè. Ïîñêîëüêó îíè îïèñàííûå ïðÿìîóãîëüíèêè, òî îíè � êâàäðàòû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ð¼áðà îñíîâàíèé è îáðàçóþùèå èìåþò ðàâíóþ äëèíó, ïîýòîìó îñíîâàíèÿ �
ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè.

Òåïåðü ðàññå÷¼ì ïðèçìó è ñôåðó ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñôåðû ïàðàëëåëü-
íî îñíîâàíèÿì. Ïðèçìà ïåðåñå÷¼òñÿ ïî ìíîãîóãîëüíèêó, ðàâíîìó îñíîâàíèÿì, ñôåðà � ïî
áîëüøîé îêðóæíîñòè. Áîëüøàÿ îêðóæíîñòü ñîäåðæèò òî÷êó êàñàíèÿ êàæäîé êàñàòåëüíîé ê
ñôåðå, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè áîëüøîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøàÿ îêðóæíîñòü
ñîäåðæèò òî÷êó êàæäîãî áîêîâîãî ðåáðà ïðèçìû. Ïîëó÷àåì, ÷òî îñíîâàíèå � ïðàâèëüíûé

ìíîãîóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû äëèí ð¼áåð ïðèçìû íàì íåîáõîäèìî óòðîèòü ïåðèìåòð ïðàâèëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Ïåðèìåòð n-óãîëüíèêà ðàâåí
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Íàèìåíüøèé ïåðèìåòð � ó òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò: 3P3 = 9

√
3.

6. (10 áàëëîâ) Çàìåòèì, ÷òî 4x− y ≥ y ⇔ 2x ≥ y. Ôóíêöèÿ

g(x, y) = max{4x− y, y} =

{
4x− y ïðè y ≤ 2x,

y ïðè y ≥ 2x.
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