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1. Öåëûå ÷èñëà an, bn, ãäå n ∈ N, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1 +
√
3)n = an + bn

√
3.

Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→+∞

an
bn
.

2. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (α, β) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå
{(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1}. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí

fα,β(t) =
1

3
t3 − α2t+ β

èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
Óêàçàíèå. Âåðîÿòíîñòü ðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäè ôèãóðû, êîòîðóþ îáðàçóþò òî÷êè

(α, β) ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ê ïëîùàäè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà.

3. Ïóñòü f, g � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ñ ïåðèîäîì 1. Äîêàæèòå,
÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =

(∫ 1

0

f(x)dx

)(∫ 1

0

g(x)dx

)

4. Ïóñòü äëÿ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö A,B ðàçìåðîì 2× 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
det(AB +BA) ≤ 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà det(A2 +B2) ≥ 0.

5. Ðàññìîòðèì äâà n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà X, Y ñ áàçèñàìè (e1, e2, . . . , en), (e
′
1, e
′
2, . . . , e

′
n)

ñîîòâåñòâåííî è çàäàííûìè íà X, Y íîðìàìè∥∥∥∥ n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥
X

= |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|,
∥∥∥∥ n∑
j=1

yje
′
j

∥∥∥∥
Y

= max
1≤j≤n

|yj|.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòè n ∈ N ïðîñòðàíñòâà X, Y èçîìåòðè÷íû, ò.å. ñóùåñòâóåò
òàêîå ëèíåéíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

‖ϕ(u)− ϕ(v)‖Y = ‖u− v‖X?

6. Ïóñòü P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an, an 6= 0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå m, ÷òî∣∣∣∣aman

∣∣∣∣ > Cm
n .

Äîêàæèòå, ÷òî P èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü ñ àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì ìåíüøå 1.



Ðåøåíèÿ

1. Çàìåòèì, ÷òî (1−
√
3)n = an − bn

√
3. Ïîýòîìó

an =
1

2
((1 +

√
3)n + (1−

√
3)n), bn =

1

2
√
3
((1 +

√
3)n − (1−

√
3)n),

an
bn

=
2
√
3

2
·
1 +

(
1−
√
3

1+
√
3

)n
1−

(
1−
√
3

1+
√
3

)n → √3,
ïîñêîëüêó

∣∣∣1−√3
1+
√
3

∣∣∣ < 1.

Îòâåò.
√
3.

2. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî f = fα,β îáëàäàåò òðåìÿ ðàçëè÷íûìè
âåùåñòâåííûìè êîðíÿìè, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó åãî ïðîèçâîäíîé f ′α,β äâóõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé
t1 6= t2 è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ f(t1)f(t2) < 0. Èìååì,

f ′(t) = t2 − α2 = 0 =⇒ t1,2 = ±α,

f(α)f(−α) =
(
1

3
α3 − α3 + β

)(
− 1

3
α3 + α3 + β

)
= β2 − 4

9
α6.

Ïîëó÷àåì, ÷òî f(α)f(−α) < 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β < 2
3
α3. Ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåé

ôèãóðû âíóòðè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ðàâíà∫ 1

0

2

3
α3dα =

1

6
.

Îòâåò. 1/6.

3. Òàê êàê f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N, äëÿ
êîòîðîãî

|x− y| < 1

n
=⇒ |f(x)− f(y)| < ε.∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =
n−1∑
m=0

∫ (m+1)/n

m/n

f(x)g(nx)dx =
n−1∑
m=0

∫ (m+1)/n

m/n

f
(m
n

)
g(nx)dx+

+
n−1∑
m=0

∫ (m+1)/n

m/n

(
f(x)− f

(m
n

))
g(nx)dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ñóììó è ñõîäèòñÿ ê
∫ 1

0
f(x)dx ·

∫ 1

0
g(x)dx.

Äëÿ âòîðîãî èìååì îöåíêó∣∣∣∣∣
∫ (m+1)/n

m/n

(
f(x)− f

(m
n

))
g(nx)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ (m+1)/n

m/n

∣∣∣∣f(x)− f(mn )
∣∣∣∣g(nx)dx ≤ ε

n

∫ 1

0

∣∣g(x)∣∣dx.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì.
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4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R→ R, f(t) = det
(
A2+B2+ t(AB+BA)

)
. Ýòî ìíîãî÷ëåí îò t

ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè t2 ðàâåí det(AB + BA) ≤ 0. Âîçíèêàåò
äâà ñëó÷àÿ:

1) det(AB +BA) = 0. Òîãäà f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

f(−1) = det
(
A2 +B2 − AB −BA

)
= det

(
(A−B)2

)
=
[
det(A−B)

]2 ≥ 0.

f(1) = det
(
A2 +B2 + AB +BA

)
= det

(
(A+B)2

)
=
[
det(A+B)

]2 ≥ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(0) ≥ 0, ò.å. det(A2 +B2) ≥ 0.
2) det(AB+BA) < 0. Òîãäà f(t) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé. Â ñèëó ýòîãî èç íåðàâåíñòâ

f(±1) ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî f(0) = det(A2 +B2) ≥ 0.

5. Òîëüêî ïðè n = 1, 2. Ñëó÷àé n = 1 òðèâèàëåí. Ïóñòü n = 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ϕ : X → Y , ϕ(x) = y, çàäàííîå ïî ïðàâèëó y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2. Òîãäà ϕ � ëèíåéíûé
èçîìîðôèçì è

‖ϕ(x)‖Y = max{|x1 + x2|, |x1 − x2|} = |x1|+ |x2| = ‖x‖X ,

ò.å. ϕ � èçîìåòðèÿ. Ïðè n ≥ 3 ïðîñòðàíñòâà X è Y íå èçîìåòðè÷íû: èçîìåòðèÿ äîëæíà
ïåðåâîäèòü äðóã â äðóãà åäèíè÷íûå çàìêíóòûå øàðû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ
âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Òîãäà ýòè ìíîãîãðàííèêè äîëæíû èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî
ãèïåðãðàíåé. Ãðàíè åäèíè÷íîãî øàðà â X çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ±x1 ± x2 . . . ± xn = 1. Èõ
÷èñëî ðàâíî 2n. Â åäèíè÷íîì øàðå èç Y ãðàíè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè xi = ±1. Èõ ÷èñëî
ðàâíî 2n. Ðàâåíñòâî 2n = 2n âåðíî ëèøü ïðè n = 1, 2.

6. Îáîçíà÷èì x1, x2, . . . xn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà. Â ñèëó òåîðåìû Âèåòà

am
a0

= (−1)m
∑

xi1xi2 . . . xim ,
an
a0

= (−1)nx1x2 . . . xn.

Îòñþäà ∣∣∣∣aman
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∑ 1

xi1xi2 . . . xin−m

∣∣∣∣ > Cm
n .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì∑ 1

|xi1| · |xi2| . . . |xin−m|
> Cm

n .

Îáîçíà÷èâ x0 = min{|x1|, |x2|, . . . |xn|}, ïîëó÷èì

Cn−m
n

1

xn−m0

> Cm
n ,

ò.å. x0 < 1.
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