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úÁÄÁÞÁ 1. ïÔ×ÅÔ: a ÄÌÑ a > 1, É 1 ÄÌÑ a < 1.
ðÏÓËÏÌØËÕ limx→+∞ x1=x = 1, ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ limx→+∞(ax−1

a−1 )1=x.
ðÒÉ a > 1 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á limx→+∞(ax − 1)1=x = a; limx→+∞(a− 1)1=x = 1. ðÒÉ
a < 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ limx→+∞(1− ax)1=x = limx→+∞(1− a)x = 1.
úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ A = (aij)ni;j=1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á AAT = E
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∑n

i=1 a2
ij = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ÏÔ 1 ÄÏ n. ðÏÜÔÏÍÕ a2

ii 6 1, É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,
|aii| 6 1. úÎÁÞÉÔ, | tr(A)| = |∑n

i=1 aii| 6
∑n

i=1 |aii| 6 n.
Â) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

A−1 = AT . ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï det(A2 − E) = 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ 0 = det(A−1(A2 −
E)) = det(A−AT ). îÏ (A−AT )T = AT−A, ÏÔËÕÄÁ det((A−AT )T ) = (−1)n det(A−
AT ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ det(A− AT ) = 0.
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Tn ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É
ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ: ÅÓÌÉ A1; : : : ; An { ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
X, ÔÏ

|
n⋃
i=1

Ai| =
n∑

k=1
(−1)k

∑
i1<i2:::<ik

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ : : : ∩ Aik |:

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ Tn ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å X ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË a1; : : : ; an, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å Xi; i = 1; n; { ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË a1; : : : ; an Ó ai = i. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ
k ÉÚ Ai ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ (n− i)!. ðÏÌÕÞÁÅÍ

n!− Tn =
n∑

k=1
(−1)k−1Ck

n(n− k)! = n!(
n∑

k=1
(−1)k−1 1

k! ):

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

C :=
∫ 1

0
xf(x)2dx ·

∫ 1

0
f(x)dx−

∫ 1

0
xf(x)dx ·

∫ 1

0
f(x)2dx 6 0:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

C =
∫∫

I
xf(x)2f(y)− xf(x)f(y)2dxdy =

∫∫

I
xf(x)f(y)(f(x)− f(y))dxdy;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ I ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1]× [0; 1]. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

C =
∫∫

I
yf(y)2f(x)− yf(y)f(x)2dxdy =

∫∫

I
yf(x)f(y)(f(y)− f(x))dxdy:

1



2

óËÌÁÄÙ×ÁÑ Ä×Á ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2C =
∫∫

I
f(x)f(y)(x− y)(f(x)− f(y))dxdy:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, f(x)f(y) > 0; (x−y)(f(x)−f(y)) 6 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌÅÎ.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÌÏÖÉÍ d = det(B). ðÏÓËÏÌØËÕ BAnB−1 = B(An −E)B−1 +E, ÔÏ,
ÐÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ An − E ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GLm(Z) (ÓÏÏÔ×., GLm(Z=dZ)) ÇÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
(ÓÏÏÔ×., ÇÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z=dZ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔ-
ÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : GLm(Z) → GLm(Z=dZ) ÒÅÄÕËÃÉÉ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ d (m { ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ GLm(Z=dZ) ËÏÎÅÞÎÁ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(An) = �(E)
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁ×ÎÏÅ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ GLm(Z=dZ)). îÏ ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × An − E ËÒÁÔÎÙ d.
úÁÄÁÞÁ 6. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ä×ÏÊÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÍÅÌÁ ÓÍÙÓÌ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ

lim
q→+∞

|
q∑

k=1
e2�ikz=q| → 0:

åÓÌÉ z ÎÅ ÃÅÌÏÅ, ÔÏ

lim
q→+∞

|
q∑

k=1
e2�ikz=q| = lim

q→+∞
|e2�iz=q 1− e2�iz

1− e2�iz=q | = |1− e2�iz|
|1− e2�iz=q| :

þÉÓÌÉÔÅÌØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +∞. ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, z { ÃÅÌÏÅ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ∑q
k=1 e2�in=q = q, ÅÓÌÉ q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, É 0 ÉÎÁÞÅ. ðÅÒ×ÙÊ

ÓÌÕÞÁÊ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÕÓÔØ d = îïä(n; q); n′ = n=d; q′ = q=d.
þÉÓÌÁ e2�in=q ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ q′ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ËÁÖÄÙÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ d ÒÁÚ. îÏ,
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÷ÉÅÔÁ, ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ q′ ÉÚ 1 ÒÁ×ÎÁ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
∞∑
q=2

q∑

k=1
e2�ikn=q =

∑

q|n;q>2
q = n:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ n.


