
Áåëîðóññêàÿ ðåñïóáëèêàíñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

11 ìàÿ 2017 ã.

1. Ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ a íàéäåòñÿ òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn > 0, ÷òî

lim
n→+∞

a+ xn+1

xn
= 0?

2. Íàéäèòå

lim
n→+∞

(
n∑
k=1

sin
(k
n

)
− n

∫ 1

0

sinx dx

)
.

3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A = I + B, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 10 × 10, à B � ìàòðèöà,
ñîäåðæàùàÿ ¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿, ò.å. Bkj = k · j äëÿ 1 ≤ k, j ≤ 10.

à) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü detA 6= 0.
á) Êàêîé çíàê ó îïðåäåëèòåëÿ detA?
â) Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü detA.

4. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : [0, 1]→ R, äëÿ êîòîðûõ f(0) = f(1).
à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ τ = 1

n
, ãäå n ∈ N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ãðàôèê f îáÿçàòåëüíî

èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ õîðäó äëèíû τ , ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå äâà çíà÷åíèÿ t, t + τ ∈ [0, 1], ÷òî
f(t) = f(t+ τ).

á) Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ãîðèçîíòàëüíîé õîðäû äëÿ êàêèõ-íèáóäü äðó-
ãèõ çíà÷åíèé τ ∈ (0, 1) \ { 1

n
: n ∈ N} ?

5. Íà ãðóïïå Sn ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} çàäàíà ôóíêöèÿ ζ:

ζ(σ) =
∑

k:σ(k)6=k

k äëÿ âñåõ σ ∈ Sn.

Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ò.å.

Mζ =
1

n!

∑
σ∈Sn

ζ(σ).

6. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû A, B îäèíàêîâîãî ðàçìåðà,
÷òî èìåþòñÿ ïðåäåëû A0 = lim

n→+∞
An, B0 = lim

n→+∞
Bn, íî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà lim

n→+∞
(AB)n?

(Ïîä ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðåäåëîâ
ýëåìåíòîâ ìàòðèö. Ïðåäåëû ýëåìåíòîâ ïîäðàçóìåâàþòñÿ êîíå÷íûìè.)

Âðåìÿ íàïèñàíèÿ � 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.



Ðåøåíèÿ

1. Åñëè a ≤ 0, òî ïîäõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = −a+ 1
n!
. Äåéñòâèòåëüíî,

0 ≤ a+ xn+1

xn
=
a− a+ 1

(n+1)!

−a+ 1
n!

≤
1

(n+1)!

1
n!

=
1

n+ 1
→ 0.

Ïóñòü a > 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò, òî íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

a+ xn+1

xn
<

1

2
, ò.å. xn+1 <

1

2
xn − a.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èíäóêöèåé ïî k ∈ N ïîëó÷èì, ÷òî

xN+k <
1

2k
xN − a. (*)

Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå ïðè k = 1 âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ N . Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îíî
âåðíî ïðè íåêîòîðîì k ∈ N, èìååì

xN+(k+1) <
1

2
xk − a <

1

2

(
1

2k
xN − a

)
− a < 1

2k+1
xN − a.

Íåðàâåíñòâî (*) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ xn > 0.
Îòâåò. Ïðè a ≤ 0.
2.

n∑
k=1

sin
(k
n

)
−n
∫ 1

0

sinxdx = n
( 1
n

n∑
k=1

sin
(k
n

)
−
∫ 1

0

sinxdx
)
= n

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

(
sin
(k
n

)
−sinx

)
dx =

= [òåîðåìà Ëàãðàíæà, θk(x) ∈
(k
n
, x
)
] = n

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

cos θk(x)
(k
n
− x
)
dx.

Îáîçíà÷èâ mk := min{cosx : x ∈ [k−1
n
, k
n
]}, Mk := max{cosx : x ∈ [k−1

n
, k
n
]}, ïîëó÷àåì îöåíêè

mk

∫ k
n

k−1
n

(k
n
− x
)
dx ≤

∫ k
n

k−1
n

cos θk(x)
(k
n
− x
)
dx ≤Mk

∫ k
n

k−1
n

(k
n
− x
)
dx.

Ïðîñóììèðîâàâ ïî k è óìíîæèâ íà n, ïîëó÷àåì

1

2n

n∑
k=1

mk ≤ n
n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

cos θk(x)
(k
n
− x
)
dx ≤ 1

2n

n∑
k=1

Mk.

Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà

lim
n→+∞

1

2n

n∑
k=1

mk = lim
n→+∞

1

2n

n∑
k=1

Mk =
1

2

∫ 1

0

cosxdx =
1

2
sin 1.

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 1
2
sin 1.

Îòâåò. 1
2
sin 1.
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3. á) Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êàê ñóììà ñèììåò-
ðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ, ò.å. äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x ∈ R10, x 6= 0, âåðíî íåðàâåíñòâî

(Ax, x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


x1
x2
...
x10


∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


1 · x1
2 · x2
...

10 · x10


∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

> 0.

Ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà detA > 0.
â) Îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé B èìååò ðàíã 1, ò.ê. Bx = (x, a) · a, ãäå âåêòîð a = (1, 2, . . . , 10)T .

Âûáåðåì îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ãäå ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð ñîíàïðàâëåí a. Â ýòîì áàçèñå
îïåðàòîð A ïðèìåò äèàãîíàëüíûé âèä diag(1 + ||a||2, 1, . . . , 1). Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü íå
çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà,

detA = 1 + ||a||2 = 1 +
10∑
k=1

k2 = 1 +
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

∣∣∣
n=10

= 1 +
10 · 11 · 21

6
= 386.

Îòâåò. 386.
Çàìå÷àíèå. Äàííóþ çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü, ïðèìåíèâ ê ìàòðèöå A ýëåìåíòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: ñòðîêó 1 ñëåäóåò îòíÿòü îò ñòðîêè k ðîâíî k ðàç, 2 ≤ k ≤ 10; çàòåì
ñòîëáöû j ñëåäóåò äîáàâèòü ê ñòîëáöó 1 ðîâíî j ðàç, 2 ≤ j ≤ 10; ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà èìååò
òðåóãîëüíûé âèä ñ ÷èñëàìè 386, 1, . . . , 1 íà äèàãîíàëè, ÷òî è äà¼ò îòâåò.

4. à) Ðàññìîòðèì g(t) = f(t+ 1
n
)− f(t). Ïî óñëîâèþ

g(0)+g( 1
n
)+ · · ·+g(n−1

n
) = (f( 1

n
)−f(0))+(f( 2

n
)−f( 1

n
))+ · · ·+(f(1)−f(n−1

n
)) = f(1)−f(0) = 0.

Åñëè õîòÿ áû ïðè îäíîì k âåðíî ðàâåíñòâî g( k
n
) = 0, òî õîðäà íàéäåíà. Åñëè òàêîãî k íåò,

òî ñðåäè g( k
n
) èìåþòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì k, äëÿ

êîòîðîãî g( k
n
) è g(k+1

n
) èìåþò ðàçíûå çíàêè. Äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ ( k

n
, k+1

n
) âåðíî g(ξ) = 0.

Õîðäà íàéäåíà.
á) Ïóñòü τ ∈ ( 1

n+1
, 1
n
), ãäå n ∈ N. Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èìå-

åò êîýôôèöèåíòû íàêëîíà ðàâíûå +1 íà n + 1 èíòåðâàëàõ äëèíîé 1
2(n+1)

è êîýôôèöèåíòû

íàêëîíà ðàâíûå −1 íà n èíòåðâàëàõ äëèíû 1
2n

êàæäûé. Å¼ ãðàôèê íå èìååò õîðäû äëèíû τ .

Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè äëÿ n = 2.

Îòâåò. Íåò.
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5. Ñôîðìóëèðóåì ðåøåíèå â òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ξ(σ) =
n∑
k=1

k · ηk, ãäå ηk =

{
1, σ(k) = k,

0, èíà÷å.

Ëåãêî íàéòè Mηk:

Mηk = k · P{ηk = 1} = k · (n− 1)!

n!
=
k

n
.

Ïîýòîìó

Mξ =
n∑
k=1

k

n
=
n+ 1

2
, Mζ =

n∑
k=1

k −Mξ =
n(n+ 1)

2
− n+ 1

2
=
n2 − 1

2
.

Îòâåò. n2−1
2

.

6. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ìàòðèö A, B ñëåäóþùåãî âèäà:

A =

(
1 α
0 α

)
, B = AT =

(
1 0
α α

)
Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n óáåæäàåìñÿ, ÷òî

An =

(
1 α + α2 + · · ·+ αn

0 αn

)
, Bn =

(
1 0

α + α2 + · · ·+ αn αn

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè |α| < 1 ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

A0 = lim
n→+∞

An =

(
1 α

1−α
0 0

)
, B0 = lim

n→+∞
Bn =

(
1 0
α

1−α 0

)
Ïðè ýòîì

AB =

(
1 α
0 α

)
·
(
1 0
α α

)
=

(
1 + α2 α2

α2 α2

)
.

Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ, à åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

λ2 − tr(AB)λ+ det(AB) = λ2 − (1 + 2α2)λ+ α2 = 0.

Îäèí èç êîðíåé

λ1 =
(1 + 2α2) +

√
(1 + 2α2)2 − 4α2

2
=

(1 + 2α2) +
√
1 + 4α2

2
> 1

äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó AB èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå áîëüøåå 1, òî (AB)n íå
ìîæåò èìåòü ïðåäåëà ïðè n→ +∞.

Îòâåò. Äà, ñóùåñòâóþò.
Çàìå÷àíèå. Ó÷àñòíèêàìè îëèìïèàäû áûë ïðåäëîæåíû ðÿä ïðèìåðîâ äðóãîãî ðîäà. Íàè-

áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð òàêîâ:

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
−1 0

)
, AB =

(
−1 0
0 0

)
.
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