
Áåëîðóññêàÿ ðåñïóáëèêàíñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

14 ìàÿ 2019 ã.

1. Ïóñòü f(x) = cos3(x). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x äëÿ k-é ïðîèçâîäíîé
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|f (k)(x)| ≤ 3k + 3

4
.

2. Ðàññìîòðèì äâà óòâåðæäåíèÿ:
à) f : [0,+∞) → [0,+∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

x→+∞
f(f(x)) = +∞. Òîãäà

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

á) f : (0,+∞) → (0,+∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim
x→+∞

f(f(x)) = +∞. Òîãäà

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Îäíî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé âåðíî, à äðóãîå íå âåðíî. Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê íåâåðíîìó
óòâåðæäåíèþ, à âåðíîå äîêàæèòå.

3.Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèöMn(R) ðàçìåðîì n×n îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n2 ñ îïåðàöèÿìè îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî. Íàéäèòå
ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà V , ïîðîæä¼ííîãî ìíîæåñòâîì

{AB −BA : A,B ∈Mn(R)}.

4. Ïóñòü f � òàêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ, ÷òî f(0) = 0, f(1) = 1.
Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
n∑
i=1

1

f ′(xi)
,

ãäå x1, x2, ..., xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç [0, 1].

5. Ïóñòü n ≥ 2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n, â
êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ äâå ïîäðÿä èäóùèå åäèíèöû?

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ íå
ñîäåðæèò íóëåé.

à) Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∑
n∈A

1

n
?

á) Íàéòè âñå òàêèå äåéñòâèòåëüíûå α > 0, ÷òî
∑
n∈A

1

nα
ñõîäèòñÿ.

Âðåìÿ íàïèñàíèÿ 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.
×åðíîâèêè ñëåäóåò ïîìåòèòü ñëîâîì ÷åðíîâèê.
Ðåøåíèÿ ðàçíûõ çàäà÷ ñëåäóåò ñäàâàòü íà îòäåëüíûõ ëèñòàõ ñ óêàçàíèåì íîìåðà çàäà÷è.



Ðåøåíèÿ

1. Ïîñêîëüêó f(x) =
3 cosx+ cos(3x)

4
, òî äëÿ ÷¼òíûõ k = 2m è íå÷¼òíûõ k = 2m+1 èìååì

f 2m(x) =
3(−1)m cosx+ 32m(−1)m cos(3x)

4
, f 2m+1(x) =

3(−1)m+1 sinx+ 32m+1(−1)m+1 sin(3x)

4
.

Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.

2. Óòâåðæäåíèå á) íåâåðíî. Ðàññìîòðèì f(x) = 1/. Òîãäà f(f(x)) = x, lim
x→+∞

f(f(x)) = +∞,

íî lim
x→+∞

f(x) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî à) íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò C > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → +∞,
äëÿ êîòîðûõ f(xn) ∈ [0, C]. Òàê êàê f íåïðåðûâíà, òî îíà îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [0, C], ò.å.
ñóùåñòâóåò M > 0 äëÿ êîòîðîãî f(f(x)) ≤ M äëÿ âñåõ f(x) ∈ [0, C]. Â ÷àñòíîñòè f(f(xn)) ≤
M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ lim

x→+∞
f(f(x)) = +∞.

3. Èìååì V ⊂ {X : trX = 0}, ïîýòîìó dimV ≤ n2 − 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè i 6= j ðàññìîòðèì ìàòðèöó Eij ∈ V (ýëåìåíòû ìàòðèöû Eij âñþäó

íóëåâûå çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà â ñòðîêå i è ñòîëáöå j, ðàâíîãî 1). Òîãäà

Eij = EijEjj − EjjEij ∈ V.

Äàëåå ðàññìîòðèì äëÿ ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i ∈ {1, ..., n}, j = n, ìèíîð(
1 0
0 −1

)
=

(
0 1
0 0

)(
0 1
1 0

)
−
(
0 1
1 0

)(
0 1
0 0

)
,

÷òî ïîñëå äîïîëíåíèÿ íóëÿìè äà¼ò åù¼ n−1 ìàòðèöó èç V , ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñ ïðî÷èìè.
Îòâåò. n2 − 1.

4. Äëÿ çàäàííîãî n âñåãäà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ÷èñëî ci òàêîå, ÷òî f(ci) = i/n (ïî
òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Òîãäà 0 < c1 < c2 < ... <
cn−1 < 1. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ c0 = 0, cn = 1.

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (ci−1, ci) íàéä¼òñÿ òàêîå xi ∈ (ci−1, ci), ÷òî

f ′(xi) =
f(ci)− f(ci−1)

ci − ci−1
=
i/n− (i− 1)/n

ci − ci−1
=

1

n(ci − ci−1)
.

Îòñþäà
n∑
i=1

1

f ′(xi)
=

n∑
i=1

n(ci − ci−1) = n.

1



5. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåç èäóùèõ ïîäðÿä åäèíèö. Ïóñòü Sn � èõ êîëè÷åñòâî.
Åñëè ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � íóëü, òî âòîðîé ìîæåò áûòü êàêèì óãîäíî.

Åñëè ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � åäèíèöà, òî âòîðîé îáÿçàòåëüíî íóëü. Òàêèì
îáðàçîì

Sn = Sn−1 + Sn−2 äëÿ n ≥ 4,

ò.å. Sn óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ Ôèáîíà÷÷è.
Ó÷èòûâàÿ ïåðâûå çíà÷åíèÿ S2 = 3, S3 = 5, âèäèì, ÷òî Sn = Fn+2. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé

ïîäõîä ê ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, èìååì

Fn =
1√
5

((
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)
.

Îòâåò.

2n − Fn+2 = 2n − 1√
5

(1 +
√
5

2

)n+2

−

(
1−
√
5

2

)n+2
 .

Çàìå÷àíèå. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä äëÿ ðàáîòû ñ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

https://ru.wikipedia.org/wiki/Ëèíåéíàÿ_ðåêóððåíòíàÿ_ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

6. à) k-Çíà÷íîå ÷èñëî n ∈ A çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

n = ak−1 · 10k−1 + ...+ a1 · 10 + a0, ai ∈ {1, 2, ..., 9}.

Âñåãî èìååòñÿ 9k òàêèõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì ëþáîå èç íèõ ≥ 10k−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
n∈A

1

n
≤

+∞∑
k=1

9k

10k−1
= 90.

á) Àíàëîãè÷íî ñ ïóíêòîì à) èìååì

∑
n∈A

1

nα
≤

+∞∑
k=1

9k

10α(k−1)
.

Ïîýòîìó ïðè α > log10 9 ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∑

n∈A

1

nα
>

+∞∑
k=1

9k

(10k − 1)α
>

+∞∑
k=1

9k

10kα
,

îòêóäà âèäèì, ÷òî ïðè α ≤ log10 9 ðÿä
∑
n∈A

1

nα
ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò. α ∈ (log10 9,+∞).

2


