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Ãðóïïà À
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√
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2. Ïóñòü (Ax, x) =
∑

1≤i,j≤4
aijxixj � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, çàäàííàÿ íà

âåêòîðàõ x ∈ R4, D � îáëàñòü â R4, â êîòîðîé (Ax, x) ≤ 1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫ ∫ ∫ ∫
D

e(Ax,x)dx1dx2dx3dx4.

3. Ïóñòü A = (aij)1≤i,j≤n � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé, îòëè÷íîé îò 2. Ïåðìà-
íåíòîì ìàòðèöû íàçîâ¼ì âûðàæåíèå

per(A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïîäñòàíîâêàì σ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I = {1, 2, . . . , n}. Äàííîå
âûðàæåíèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ aij. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ε : I × I → {+1,−1} (ôóíêöèÿ ïðèïèñûâàíèÿ çíàêîâ ýëåìåíòàì aij), ÷òî èìååòñÿ
ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

per(ε(i, j)aij) ≡ det(aij)?

4. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü a ∈ R.
à) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè a èìååò ëåâûé îáðàòíûé è íå èìååò ïðàâîãî îáðàòíîãî, òî a èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà ëåâûõ îáðàòíûõ.
á) Âîçìîæíî ëè ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà, èìåþùåãî â òî÷íîñòè äâà ëåâûõ îáðàòíûõ?

5. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an} è B = {b1, b2, . . . , bn} � äâà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
òàêèõ, ÷òî íàáîðû ÷èñåë

a1 + a2, a1 + a3, . . . , an−1 + an (âñå ñóììû ai + aj, 1 ≤ i < j ≤ n) è

b1 + b2, b1 + b3, . . . , bn−1 + bn (âñå ñóììû bi + bj, 1 ≤ i < j ≤ n)

ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Äîêàæèòå, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

6. Ïóñòü f : [0, 1]→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

xf(x)dx = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a ∈ (0, 1), ÷òî

af(a) =

∫ a

0

xf(x)dx.

Âðåìÿ íàïèñàíèÿ � 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.

Ïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðîé è êàëüêóëÿòîðîì çàïðåùåíî.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äîëæíû áûòü ïðèâåäåíî íà îòäåëüíîì ëèñòå ñ óêàçàíèåì å¼ íîìåðà.

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.



Ðåøåíèÿ

1. Èìååì 7n2 ≥ m2 + 1. Îòñþäà 7n2 ≥ m2 + 3 (òàê êàê −1, −2 íå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè mod 7).
Òàêèì îáðàçîì,
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2. Îáîçíà÷èì èñêîìûé èíòåãðàë I.
1) Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò ïðèâåä¼ì ìàòðèöó A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó A =

diag(λ1, λ2, λ3, λ4), ãäå âñå λi > 0. Êàê ñëåäñòâèå,

I =

∫ ∫ ∫ ∫
4∑

i=1
λix2i≤1

e

4∑
i=1

λix
2
i
dx1dx2dx3dx4.

2) Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ
√
λxi = yi, ïîëó÷èì

I =
1√
detA

∫ ∫ ∫ ∫
4∑

i=1
y2i≤1

e

4∑
i=1

y2i
dy1dy2dy3dy4, ãäå detA = λ1λ2λ3λ4.

3) Ïåðåéäÿ ê êîîðäèíàòàì y1 = r1 cosϕ1, y2 = r1 sinϕ1, y3 = r2 cosϕ2, y4 = r2 sinϕ2, ïîëó÷èì

I =
1√
detA

∫ ∫
r21+r

2
2≤1

∫ 2π

0

∫ 2π

0

er
2
1+r

2
2 r1r2 dr1dr2dϕ1dϕ2 =

=
1√
detA

∫ ∫
t1+t2≤1, t1≥0, t2≥0

et1+t2dt1dt2 =
π2(e− 1)2

2
√
detA

.

3. Òîëüêî äëÿ n = 1 è n = 2.
Ñëó÷àé n = 1 òðèâèàëåí. Ïðè n = 2 âîçüì¼ì ε(1, 1) = ε(2, 1) = ε(2, 2) = 1, ε(1, 2) = −1.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n ≥ 3 òàêîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ n = 3. Ñëó÷àé

n > 3 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ n = 3 ðàññìîòðåíèåì ïðÿìîé ñóììû ìàòðèö 3-ãî ïîðÿäêà è åäèíè÷íîé ìàòðèöû
ïîðÿäêà n− 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = 3 òàêàÿ ôóíêöèÿ ε ñóùåñòâóåò. Òîãäà ÷èñëî ìèíóñîâ, ïðèïèñûâàåìûõ
ýëåìåíòàì êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïåðìàíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåì ÷¼òíîé ïîäñòàíîâêå, äîëæíî áûòü ÷¼òíûì
(÷òîáû â ïðîèçâåäåíèè äàâàòü 1). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ìèíóñîâ â òàêèõ ñëàãàåìûõ äîëæíî áûòü
÷¼òíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ìèíóñîâ â êàæäîì ñëàãàåìîì, ñîîòâåòñòâóþùåì íå÷¼òíîé ïîäñòàíîâêå,
äîëæíî áûòü íå÷¼òíûì (÷òîáû â ïðîèçâåäåíèè äàâàòü -1). Îáùåå ÷èñëî ìèíóñîâ â òàêèõ ñëàãàåìûõ
äîëæíî áûòü íå÷¼òíûõ, òàê êàê èõ âñåãî 3.

Îäíàêî, â ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷¼òíûì ïîäñòàíîâêàì, è â ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íå÷¼òíûì ïîäñòàíîâêàì, äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå ÷èñëî ìèíóñîâ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ aij
âõîäèò â íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. à) Ïóñòü b ∈ R � ëåâûé îáðàòíûé äëÿ a, è ïóñòü c = 1 − ab. Òîãäà c 6= 0, ïîñêîëüêó a íå èìååò
ïðàâîãî îáðàòíîãî. Ýëåìåíò b+ c áóäåò äðóãèì ëåâûì îáðàòíûì äëÿ a:

(b+ c)a = (b+ 1− ab)a = 1 + a− a = 1.
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á) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëåâûõ îáðàòíûõ B = {b ∈ R : ba = 1}, B 6= ∅, è ïóñòü b0 ∈ B �
ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Ôóíêöèÿ f : B → B, f(b) = ab − 1 + b0 áóäåò èíúåêòèâíîé,
íî íå ñþðúåêòèâíîé. Â ñàìîì äåëå,

f(b) = f(b′) =⇒ ab = ab′ =⇒ b = b′ (äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ñëåâà íà b).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b0 6∈ f(B). Åñëè áû b0 ∈ f(B), òîãäà áû ab = 1 è a, ÿâëÿÿñü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì,
äîëæåí áûë áû èìåòü åäèíñòâåííûé ëåâûé îáðàòíûé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè
ýêâèâàëåíòíû. Ïîñêîëüêó ýòî íå òàê äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : B → B, òî ìíîæåñòâî B äîëæíî áûòü
áåñêîíå÷íûì.

5. Àññîöèèðóåì ñ ìíîæåñòâàìè A è B ìíîãî÷ëåíû PA(x) =
n∑
i=1

xai è PB(x) =
n∑
i=1

xbi , ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà

[PA(x)]
2 =

n∑
i=1

x2ai + 2
n∑

1≤i<j≤n

xai+aj = PA(x
2) + 2

n∑
1≤i<j≤n

xai+aj .

Àíàëîãè÷íî,

[PB(x)]
2 = PB(x

2) + 2
n∑

1≤i<j≤n

xbi+bj .

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî
n∑

1≤i<j≤n

xai+aj =
n∑

1≤i<j≤n

xbi+bj .

Ñëåäîâàòåëüíî,
[PA(x)

2]− [PB(x)]
2 = PA(x

2)− PB(x2).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà A è B ðàçëè÷íû, PA(x)− PB(x) 6= 0. Ïîýòîìó èìååì

PA(x) + PB(x) =
PA(x

2)− PB(x2)
PA(x)− PB(x)

.

Òàê êàê PA(1) = PB(1) = n, òî ïîëó÷àåì, ÷òî x = 1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà PA(x) − PB(x), ò.å. PA(x) −
PB(x) = (x− 1)kF (x), ãäå F (1) 6= 0. Òîãäà PA(x

2)− PB(x2) = (x2 − 1)kF (x2). Ñëåäîâàòåëüíî,

PA(x) + PB(x) =
(x2 − 1)F (x2)

(x− 1)kF (x)
=

(x+ 1)kF (x2)

F (x)
.

Ïîëàãàÿ x = 1, ïîëó÷èì 2n = PA(1) + PB(1) =
2kF (1)

F (1)
= 2k, îòêóäà n = 2k−1.

6. Ïóñòü F (x) =
x∫
0

f(t)dt, G(x) =
x∫
0

tf(t)dt, H(x) =
G(x)

x
− F (x), x ∈ (0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî H(0+) =

lim
x→0+

H(x) = G′(0)− F (0) = 0. Òàê êàê H(0+) = H(1) = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå b ∈ (0, 1), ÷òî H ′(b) = 0.

Òàê êàê H ′(x) = −G(x)
x2

, òî G(b) = 0. Ïóñòü K(x) = e−xG(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ (0, b), ÷òî

K ′(a) = 0, ò.å. G(a) = G′(a).
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